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Tema 1

Modelos causales y no causales. Datos

Este tema estd elaborado como una adaptacién de los capitulos 2 y 3:

Cameron, A.C. y Trivedi, PK., 2005. Microeconometrics. Methods and applications.
Cambridge University Press. Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tnica para el correcto
desarrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal
actuante.

Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

* Modelos estructurales.

¢ Exogeneidad.

* Modelo de ecuaciones lineales simultaneas.

¢ Conceptos de identificacion.

* Modelos de una sola ecuacién.

* Modelo de resultados potenciales.

* Modelizacion causal y estrategias de estimacion.

¢ Datos observacionales. Datos de experimentos sociales.

¢ Datos de experimentos naturales.

1.1 Modelos estructurales

Un modelo es la especificacion de la distribucién de probabilidad para un conjunto de
observaciones (datos). Una estructura es la especificacion de los pardmetros de dicha
distribucién. Por lo tanto, una estructura es un modelo en el que a todos los pardmetros
se les asignan valores numéricos.

Un modelo tiene por objetivo explicar los valores de una variable y, 0 mas generalmente,
de un vector de variables y, donde y' = (y1, ..., yg). Cada valor del vector y es una
funcién de:

* algunos otros elementos de y, por lo tanto puede haber interdenpendencia entre
las variables incluidas en el vector y



1.1. Modelos estructurales 2

¢ de un conjunto de variables explicativas z, cuyas posibles interdependencias no
forman parte de la modelizacién

¢ de un término puramente aleatorio u denominado error, que en la literatura
econométrica también suele denotarse por ¢, o por e.

A un elemento del conjunto de observaciones lo referenciamos mediante ¢, y nos re-
ferimos a el mismo como observacién o elemento i—ésimo del conjunto de datos. El
conjunto de datos referidos a las variables del modelo lo particionamos en dos blo-
ques

Y, Z]

que responden a una ordenacién a priori y conforme a unas relaciones causa-efecto
sobre el modelo.

La i-ésima observacion satisface el conjunto de ecuaciones implicitas siguiente

g(yi, 2i, 1;|0) (1.1)

donde g es una funcién conocida y el vector 6 es el vector de parametros (estructura-
les). Precisamente a esto le denominamos modelo estructural. La especificacion de la
forma funcional g y de las restricciones sobre los pardmetros 6 puede ser paramétrica,
semiparamétrica o no-paramétrica.

Goldberger define un modelo estructural como aquel que representa una relacion causal,
en oposicién a a una relacion que simplemente captura asociaciones estadisticas. Una
ecuacion estructural puede obtenerse de un modelo econémico, o puede obtenerse a
través de razonamientos informales. A veces, el modelo estructural se puede estimar
directamente. Otras veces debemos combinar supuestos auxiliares sobre otras variables
con manipulaciones algebraicas para llegar a un modelo estimable, como vemos a
continuacion.

En caso de haber una solucién tnica para y; para cada (z;, u;), entonces podriamos
escribir las ecuaciones explicitas para y como funcién de (z,u)

yi = f(z;, u;|m) (1.2)

siendo 7 un vector de pardmetros que son funcién de 6. La expresion (1.2) se denomina
forma reducida del modelo estructural. En efecto, la forma reducida se obtiene resol-
viendo el modelo estructural para las variables (interdependientes, que denominamos
endégenas) y; dados (z;, u;). Por estos motivos, 7 un vector de pardmetros de la forma
reducida y son funcién del vector de pardmetros de la forma estructural.

Un objetivo prioritario en econometria es realizar inferencia precisamente sobre el vector
de pardmetros estructurales, y las relaciones implicitas de la expresién (1.1) nos darian
una via directa si pudieremos estimar el modelo estructural. Sin embargo, dado que el
vector 7 es una funcién de 8, entonces (1.2) proporciona una via alternativa de lograr el
objetivo de hacer inferencia sobre 6.

Si conociéramos la forma funcional (1.2) y fuera aditivamente separable en z; y en u;,
de tal modo que pudiéramos escribir

yi = g(zi|7) +u; = E(yilz;) +w;

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos



1.2. Exogeneidad 3

entonces la regresion de y sobre z serfa una funcién de prediccion natural para el vector
y dado el vector z. O dicho en otros términos, la forma reducida tiene, en este contexto,
la funcionalidad de realizar predicciones condinadas de de y; dados (z;, u;) siempre
que podamos estimar el vector de parametros de la forma reducida, que es a priori mds
sencillo que el vector de parametros de la forma estructural.

Hemos considerado con naturalidad que del conjunto de variables del modelo podiamos
distinguir entre aquellas variables cuya variacién es explicada por el modelo (endége-
nas) y aquellas que cuya variacién estd determinada “fuera” del modelo (exégenas).
De hecho unas las denotamos por y y a las segundas por z. Es evidente que este punto
discriminacion entre variables es critico en la modelizacién y por ello se requiere in-
troducir un nuevo elemento en el modelo: la funcién de distribucién de probabilidad
conjunta de las variables [Y, Z]

F(W),W = [Y,Z]

a partir del cual se podré dar una definicién de exogeneidad formal, que posteriormente
ird materializdndose y quedando maés clara a lo largo de este tema y de los siguientes
temas del bloque econométrico.

1.2 Exogeneidad

Hemos considerado con naturalidad que del conjunto de variables del modelo podiamos
distinguir entre aquellas variables cuya variacién es explicada por el modelo (endége-
nas) y aquellas que cuya variacion esta determinada “fuera” del modelo (exégenas).
De hecho unas las denotamos por y y a las segundas por z. Es evidente que este punto
discriminacién entre variables es critico en la modelizacién y por ello se requiere in-
troducir un nuevo elemento en el modelo: la funcién de distribucién de probabilidad
conjunta de las variables [Y, Z]

F(W),W =[Y,Z].

Considermos la distribucion conjunta de W, con pardmetros ¥ divididos como (6, 6s).
Dichas distribucién se factoriza en la densidad condicional (f-) de Y dado Z, y la
distribucién marginal de Z (fu,):

f1(W|8) = fo(Y|Z,0) x fu(Z]6)
Un caso especial de este resultado ocurre si
f5(W18) = fo(Y|Z,6,) x fni(Z]6,)

siendo (6, 60,) funcionalmente independientes. En tal caso, decimos que Z es exégeno
respecto de 6y, en el sentido de que no se precisa del conocimiento de f)/(Z|6,) para ha-
cer inferencia sobre 6, por lo que es perfectamente correcto condicionar la distribucién
deYaZ.

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos



1.3. Modelo de ecuaciones lineales simultdneas 4

Existen en econometria dos formas de exogeneidad que se irdn explicando en los
siguientes temas: exogeneidad débil y exogeneidad fuerte, el nexo de unién es el
concepto de indepencia condicionada:

Decimos que z; e y son condicionalmente independientes dado z; si

f(yloy, 22) = f(y|za)

es decir, conocido z, (condicionado a) las variables y y z; son independientes. Una
versién menos restrictiva seria la independencia en media:

E(y|z1, z2) = E(y|a2)

que indica la ausencia de capacidad predictiva de z; en y después de condionar sobre
5. Situacion conocida como ausencia de causalidad tipo Granger.

1.3 Modelo de ecuaciones lineales simultaneas

Un caso importante del modelo (1.1) es el modelo lineal de ecuaciones simultdneas, que
se describe a partir de las siguientes ecuaciones

Y1iBi + ... Fycibic + 2y + - F 2k = U

viBar + ... +ygibae + z1ivc1 + -+ ZriYek = Ugi
que matricialmente escribimos como
511 ﬁlG Y11 MK

+ (214, -y ZK3) . : = (14, ..., Ugi)

Bea Baa Ve VoK

(ylia sy sz)

y mds compactamente
y:B+zI' = u;

donde dados unos valores para los pardmetros (B, T") y para (z;, u;), permiten resolver
simultdneamente el sistema de ecuaciones lineales para y;.

En esta especificacion apreciamos los elementos de la estructura de los modelos. Tene-
mos un conjunto de variables que diferenciamos entre endégenas y exdgenas. Estas
altimas no guardan correlacién alguna con las variables de término error (uy;, ..., ug;)-
También es necesario completar el modelo con una serie de restricciones sobre los
pardmetros que son las siguientes:

1. B es una matriz no singular de rango G

/
Z

2. ElrangodeZ = | : |esK

!
Zg

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos



1.3. Modelo de ecuaciones lineales simultdneas 5

3. El plim (Z'Z) = ¥zz es una matriz simétrica cuadrada K que es definida positiva

4. Unos elementos que caractericen la funcién de densidad de los errores del modelo.
Por ejemplo, aunque como veremos ya no es lo mas habitual, una parametrizaciéon
de dicha funcién es la siguiente: u; ~ N(0,X): E(u;) = 0, E(u;u))=Xque una
matriz simétrica cuadrada G que es definida positiva

5. Los errores en cada ecuacion son serialmente independientes

Los pardmetros estructurales son en este caso (B, T', X). Obsérvese que estas restriccio-
nes o supuestos pueden variar para hacerlos més generales (menos restrictivos), y lo
haremos més adelante, pero por ahora al objeto de la exposién no se hace necesario
contemplar otros. Dado que este sistema se cumple para cada elemento i, podemos
escribir mds compactamente el modelo estructural

YB+7ZI'=U
donde
! ! !
Yii Zy; Uy,
Y = . , 4 = : , =
NxG , NxK , NxG ,
YNi Zy; Uy,

y las matrices paramétricas B, I" son de dimensiones G x G, K x G, respectivamente.
En este caso, el modelo de ecuaciones simultdneas junto con las restricciones permite
obtener la forma reducida

YBB ! +ZIB ! =UB !

Y =ZII+V, (1.3)
dondeII=-TB'yV=UB"

El modelo estructural especialmente importante en econometria cuando estamos in-
tentado investigar o conocer los efectos parciales de las variables exdgenas sobre las
enddgenas. En efecto, las ecuaciones contienen interpretaciones en términos establecidos
por las relaciones econémicas (oferta-demanda, produccién-costes, salario-formacién,
etc.), y por tanto son susceptibles de que se impongan de forma natural restricciones
procedentes de la teoria econémica. En consecuencia, B y I' son pardmetros que descri-
ben el comportamiento econémico. Por tanto, se puede invocar la teoria a priori para
formar expectativas sobre el signo y el tamafio de los coeficientes individuales. Por
el contrario, los pardmetros (no restringidos) de la denominada forma reducida son
funciones (potencialmente complicadas) de los parametros estructurales, y, como tales,
puede ser dificil evaluarlos después tras la estimacion.

La forma reducida expresa cada variable end6gena como una funcién lineal de todas las
variables ex6genas y todas los errores estructurales. Los errores de la forma reducida
son combinaciones lineales de erroes estructurales. La forma reducida para la i-ésima

observacién es
Ely;|z)| = zII; Varly;|z)] = B""SB™

Los pardmetros de forma reducida, II, son parametros derivados a partir de funciones
de los pardmetros estructurales. Si II se puede estimar de manera consistente, entonces

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos



1.4. Conceptos de identificacién 6

la forma reducida se puede usar para hacer predicciones sobre variaciones en Y debido a
cambios exdgenos en Z. Obsérvese que estas predicciones condicionadas (condicionales
a Z) son posible incluso si no se conocen B y I'. Dada la exogeneidad de Z, el conjunto
completo de regresiones de la forma reducida es un modelo de regresién multivariante
que puede estimarse consistentemente por minimos cuadrados. Por tanto si estamos
interesados solo en la prediccién la forma reducida es extramadamente til.

Si estamos interesados en las relaciones causales (establecidas en las ecuaciones estruc-
turales), entonces ya hemos visto que es posible recuperar los pardmetros estructurales
bajo ciertas restricciones. Los pardmetros estructurales desconocidos, los elementos
distintos de cero de B, I' y %, juegan un papel clave porque reflejan la estructura causal
del modelo. B describe la interdependencia entre variables endégenas, mientra que las
respuestas de las variables endégenas a impactos exégenos en Z se reflejan en la matriz
de pardmetros I'.

En esta configuracion, los pardmetros causales de interés son aquellos que miden el
impacto marginal directo de un cambio en una variable explicativa, y; o z; sobre la
variable de interés y;, [ # j. Los elementos de ¥ describen las propiedades de dispersion
y dependencia de los errores aleatorios y, por lo tanto, miden algunas propiedades de la
forma en que se generan los datos.

Las justificaciones habituales para centrarse en los pardmetros estructurales son las
siguientes: (1) nos interesan las estimaciones de "parametros econémicos" (piense el
lector por ejemplo en las elasticidades de la oferta de trabajo); (2) las estimaciones
de los pardmetros estructurales nos permiten obtener los efectos de una variedad de
intervenciones politicas (por ejemplo, cambios en las tasas impositivas).

1.4 Conceptos de identificacién

En términos generales, la identificacion se refiere a la determinacién de un parametro con
suficientes observaciones. En este sentido, es un concepto asintético. La incertidumbre
estadistica afecta necesariamente a cualquier inferencia basada en un ntimero finito de
observaciones. Al considerar hipotéticamente la posibilidad de que haya un ntimero
suficiente de observaciones disponibles, es posible considerar si es 16gicamente factible
determinar un pardmetro de interés, entendiendo por deteminar el establecer su valor
puntual o bien determinar el conjunto al que pertenece dicho parametro.

Dos modelos son observacionalmente equivalentes si, dados los datos, los dos modelos
estructurales implican distribuciones de probabilidad conjunta idénticas de las variables.
En este sentido, la existencia de multiples estructuras observacionalmente equivalentes
implica el fracaso de la identificacién. Un ejemplo simple de no identificacién ocurre
cuando hay una colinealidad perfecta entre regresores en la regresion lineal y = X +
u. Entonces podemos identificar la combinacién lineal C{3, donde rango [C] <rango [],
pero no podemos identificar 3 .

La identificacion requiere por tanto que no haya una estructura observacionalmente
equivalente. En el contexto de los modelos de ecuaciones simultdneas, la identificacién
requiere que haya una tripleta tnica (B, I', ¥) consistente con los datos observados.

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos



1.5. Modelos de una sola ecuaciéon 7

Implica por tanto poder obtener estimaciones tinicas de pardmetros estructurales dados
los momentos muestrales de los datos.

En el caso de la forma reducida (1.3), bajo los supuestos establecidos, el estimador de
minimos cuadrados proporciona estimaciones tinicas de II, es decir,

Il =[Z'7)'7Y;
y la identificacién de B, I" requiere que exista soluciéon para los elementos de dichas
matrices a través de las relaciones establecidas en las ecuaciones

IM+TB'=0

y las restricciones a priori (que generalmente provienen de la teoria econémica) sobre el
modelo. Si estas restricciones son suficientes, entonces implicaria que el modelo estaria
identificado, y por tanto todos los pardmetros del modelo lo estarian.

En la préctica, se pueden imponer una variedad de restricciones que incluyen
1. normalizaciones, como establecer elementos diagonales de B igual a la unidad,

2. restricciones de exclusion, es decir, indicar que algunas variables tiene nulo impac-
to en alguna(s) de las variables exdgenas; esto implica que ciertas direciones de la
causalidad estan excluidas a priori, lo que posibilita identificar otras direcciones
de la causalidad.

3. restricciones sobra la covarianza que pueden ser de desigualdad.

Si no hay restricciones sobre la varianza ¥, y los elementos de la diagonal principal
de B se normalizan a 1, entonces una condicién necesaria para la identificaciéon es la
condicién de orden, que establece que el niimero de variables exégenas excluidas debe
ser al menos igual al ntimero de variables end6genas incluidas.

Una condicién suficiente es la condicién de rango: los pardmetros de la j-ésima ecua-
ciéon IIT'; = —B; generen una solucién tnica para (I';, B;) dado II.

El modelo puede estar exactamente identificado, la condicion del pedido se satisface
exactamente; o bien puede estar sobreidentificado, cuando el niimero de restricciones
en el sistema excede el requerido para una identificacién exacta.

1.5 Modelos de una sola ecuacion

Consideremos la primera ecuacién de un sistema lineal sujeto a la normalizacién 3,; = 1.
Sea y = 1, sea y; las componentes enddgenas de y distintas de vy, y z; las componentes
exdgenas de z con

y=yia+zy7+u

que también puede reescribirse como

y=xpB+u

Tema 1. Modelos causales y no causales. Datos
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donde algunos componentes de x son endégenos (implicitamente y,) y otros son exoge-
nos (implicitamente z;). La atencién se centra entonces en estimar el impacto de los
cambios en los regresores clave que pueden ser endégenos o exdgenos, segun los su-
puestos. La técnica de estimacién natural se basa en el uso de variables instrumentales
que se comentard mds adelante en los temas.

Es habitual especificar al menos algunas de las ecuaciones restantes en el modelo,
incluso si no son el foco de investigaciéon. Suponga que y; tiene dimensién unitaria.
Entonces la primera posibilidad es especificar la ecuacion estructural para y, y para
las otras variables end6genas que pueden aparecer en esta ecuacion estructural para
y1. Una segunda posibilidad es especificar la ecuaciéon en forma reducida para y;. Esto
mostrard las variables exdgenas que afectan a y;, pero que no afectan directamente a
y. Una ventaja es que en tal escenario las variables instrumentales emergen de forma
natural.

1.6 Modelo de resultados potenciales

La motivacién para la inferencia causal en los modelos econométricos es especialmente
fuerte cuando la atencion se centra en el impacto de las politicas ptblicas y / o las varia-
bles de decisién privada sobre algunos resultados especificos. Por ejemplo, el impacto
del tamafio de la clase en el aprendizaje de los estudiantes o el impacto de tener un
seguro médico (privado) en la utilizacién del servicio de atencion sanitaria. En muchos
casos, las propias variables causales reflejan decisiones individuales y, por tanto, son
potencialmente endégenas. Cuando, como suele ser el caso, la estimacién econométrica
y la inferencia se basan en datos observacionales, la identificacion y la inferencia de
los parametros causales plantean muchos desafios. Estos desafios pueden volverse
potencialmente menos serios si los problemas causales se abordan utilizando datos
procedentes de un experimento social controlado con un disefio estadistico adecuado.
Aunque tales experimentos se han implementado, generalmente son costosos de organi-
zar y ejecutar. Realmente lo més atractivo serfa desarrollar modelos causales utilizando
datos generados por un experimento natural o en un entorno cuasi-experimental. Un en-
torno de este tipo es como un escenario en el que alguna variable causal cambia ex6gena
e independientemente de otras variables explicativas, lo que hace relativamente mas
facil identificar los pardmetros causales.

Un obstaculo importante para el modelado de causalidad surge del problema funda-
mental de la inferencia causal. Sea X la causa hipotética e Y el resultado. Al manipular
el valor de X podemos cambiar el valor de Y. Suponga que el valor de X se cambia de
r11 a z2. Luego, se forma una medida del impacto causal del cambio en Y comparando
los dos valores de Y: y5, que resulta del cambio, e y;, que habria resultado si no hubiera
ocurrido ningtn cambio en X. Sin embargo, si X cambiara, entonces, en ausencial del
cambio, no se observaria el valor de Y. Por lo tanto, no se puede decir nada mds sobre el
impacto causal sin alguna hipoétesis sobre qué valor habria asumido Y en ausencia del
cambio en X. Este tiltimo se conoce como un hecho contrafactual, que significa un valor
hipotético no observado. En pocas palabras, toda inferencia causal implica la compara-
cién de un resultado factico con un resultado contrafactual. En el modelo econométrico
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convencional no es necesario establecer explicitamente un contrafactual.

Un aspecto de cierto atractivo en la actualidad y estrechamente relacionado con esto
es la evaluacién de programas o la evaluacion de tratamientos, que proporciona un
marco estadistico para la estimacién de parametros causales. En la literatura estadistica,
este marco también se conoce como el modelo causal de Rubin (RCM). Los pardme-
tros causales basados en contrafactuales proporcionan definiciones operacionales y
estadisticamente significativas de la causalidad que en algunos aspectos difieren de
la definicién tradicional de la econometria. En primer lugar, en entornos ideales, este
marco conduce a una considerable simplicidad de los métodos econométricos. Segundo,
este marco se centra un menor niimero de pardmetros causales los cuales se cree que
son mds relevantes para las cuestiones de politica que se examinan. Esto contrasta
con el enfoque econométrico tradicional que se centra simultdneamente en todos los
pardmetros estructurales, como hemos visto mds arriba. En tercer lugar, el enfoque
proporciona informacién adicional sobre las propiedades de los parametros causales
estimados por los métodos estructurales estindar. A continuacién se desarrolla este
modelo causal.

El objeto ultimo de los experimentos es aprender o tener informacién sobre el efecto
que tiene sobre una unidad de analisis el estar expuesto a un tratamiento. Supongamos
que estamos interesados en asesorar la toma de una decisién sobre inscribirse en un
programa de formacién laboral (tratamiento), o bien sobre ir a la universidad o no.
Es razonable preguntarse sobre cudles son los beneficios de apuntarse (de recibir el
tratamiento). Un marco analitico con muchas ventajas para asesorar dicha decisiéon es
imaginar qué pasaria en el hipotético caso de recibir el tratamiento y qué resultado
tendria en caso de no recibirlo (es decir, de no inscribirse en el curso de formacion
laboral, por ejemplo). En estos términos, la diferencia entre ambos resultados seria el
efecto causal individual del tratamiento (de apuntarse al programa).

Necesitamos identificar una variable respuesta que indique el resultado que obtendria
una unidad (individuo, en este caso) al recibir un tratamiento. Por simplicidad podemos
considerar un tratamiento binario, es decir o se expone al tratamiento o no. La variable
binaria X; = 1, si el individuo i-ésimo recibe el tratamiento, y X; = 0, en caso de que no
lo recibiera. En tal caso, definimos una variable respuesta que recoja los dos potenciales
resultados:

resultado potencial = ) :
Y;(0) siX;=0

Nos interesa la diferencia de resultados potenciales, es decir, nos interesa la diferencia
entre Y;(1) y Y;(0) en la medida en que es el efecto causal de estar expuesto a tratamiento
(ir a la universidad, o bien recibir formacion de insercién laboral).

El principal problema es que no es posible medir el efecto causal para una sola persona,
es decir, solo uno de los dos resultados potenciales puede ser realizado por el individuo
(y por tanto un solo resultado es observado). N6tese que antes de que se tome una
decisién ambos son potencialmente observables, de ahi que se le donomine resultado
potencial. Este resultado potencial no hay que confundirlo con el resultado observado
o realizado, que denominamos Y;. Ambos conceptos se relacionan facilmente a partir
de la expresion siguiente, que realmente nos permite definir el resultado observado a
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partir de los resultados potenciales:

V=Y, (D)X +Y;(0) (1 - X;). (1.4)

Debido a la imposibilidad de medir el efecto causal de un tratamiento X para un
individuo (es decir, Y;(1) —Y;(0)), es suficiente con considerar el efecto causal promedio.
Cuando algunos individuos reciben el tratamiento y otros no, la diferencia esperada en
los resultados entre los dos grupos es

E;[Xi=1)-E(Y;|X; =0) =E (Y1) |X; = 1) —E(Y;(0) |[X; =0),  (1.5)

donde la igualdad se obtiene simplemente usando la expresién (1.4). Esta expresion
pone en relacién la diferencia observada entre las medias de los resultados experimenta-
les, y las medias de los resultados potenciales, sin embargo no es exactamente en lo que
estamos interesados. Nuestro interés es saber cudndo a partir de las diferencias observa-
das podemos extraer el efecto causal promedio de la poblacién de la que extrajeron los
sujetos. Dicho en otros términos, si nuestro interés es la diferencia salarial entre los que
van a la universidad y los que no, comparar las medias salariales de los individuos que
fueron a la universidad y la de los que no fueron no nos proporciona necesariamente
una medida del efecto causal de ir a la universidad. De hecho, es posible que la diferen-
cia de una y otra exagere por exceso el efecto causal, toda vez que es bastante posible
que en media aquellos que han ido a la universidad hubieran ganado maés (que los que
no fueron) incluso en caso de no haber ido. Es decir, la simple diferencia de medias no
considera que hay un sesgo de seleccion que distorsiona las conclusiones.

Para verlo formalmente tenemos que introducir la expresién
EYi(0) [Xi=1),

que refleja el resultado potencial esperado que habria obtenido el individuo que ha sido
expuesto al tratamiento, en caso de no haber sido expuesto. En el ejemplo en el que el
tratamiento es ir a la universidad, la expresion considera cudl hubiera sido el salario
de una persona que ha ido a la universidad, con sus caracteristica propias, en caso de
que no hubiera ido. En el ejemplo en el que el tratamiento es atender a un programa
de formacion laboral, el término recoge cudl hubiera sido el salario medio en caso de
que el sujeto que atendi6 al programa no hubiera atendido. Podemos introducir esta
expresion en (1.5) haciendo lo siguiente
EY|X,=1)-EX[X,=0) =  E(X(1)]Xi=1)-E(¥(0)]X = 1)

J/ N J/

Diferencias de pro?%edios observados Efecto promedio del tratamiento en tratados
+E (Y3(0) [X; = 1) = E(Y;(0) | X; = 0).

Sesgo de seleccion

Justamente esta expresion nos permite visualizar dos cosas importantes: (a) La utilidad
del concepto de resultado potencial. El primer sumando recoge la diferencia de las
medias de resultados potenciales que los sujetos tratados obtendrian si en lugar de
haber sido tratados, no lo hubieran sido. (b) El papel potencialmente distorsionador del
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término «sesgo de selecciéon». Debido a que es posible que aun asi los que han ido a la
universidad obtuvieran mayores salarios que los que tendrian los que no han ido, las
diferencias de promedios observados sobrestimarian el efecto causal promedio, es decir,
el sesgo de seleccion en este caso seria positivo. Es incluso posible que en algunos casos
el sesgo sea de tal magnitud que vele los efectos de un tratamiento determinado. Por este
motivo es fundamental afrontar la cuestién de cémo cancelar el sesgo de seleccion.

El objetivo por tanto es estimar el efecto causal promedio para un poblacién dada, para
lo cual es importante eliminar el sesgo de seleccion. Esto es teéricamente posible en
el caso de los experimentos aleatorizados controlados. Veamos por qué. En general, el
efecto causal individual de un tratamiento puede variar de un individuo a otro porque
su efecto puede depender de otras caracteristicas del sujeto, lo que implica que las
distribuciones de Y;(1) y Y;(0) serfan distintas. Sin embargo, si hacemos una seleccién
aleatoria de los individuos a partir de una poblacién, las variables respuesta (y por tanto
sus efectos causales) se pueden considerar extraidas de una misma distribucién, por lo
que el valor esperado (promedio) del efecto muestral coincidiria con el valor esperado
del efecto poblacional. Por otro lado, si los sujetos pudieran ser asignados aleatoriamente
a los grupos de tratamiento y control, entonces el estado de un sujeto (X;, tratado
o no tratado) se distribuiria independientemente de todos los atributos personales
del individuo, asi como de las potenciales respuestas, Y;(1) y Y;(0). Formalmente, la
independencia implica que los promedios en tal caso satisfacen E (Y;(0) | X; =1) =

E (Y;(0) |X; = 0), por lo que sustituyendo en la expresién (1.5) se tiene

) EYi(0)|X; =1)
[ Xi =1)

E(Vi|Xi=1)~E(Y|X;=0) = EX(1)]X; =1
E (Yi(1) - ¥;(0)
— E(¥(1) - %i(0)),

donde la tltima igualdad se obtiene de la independencia inducida por la asignacién
aleatoria del tratamiento’.

Esta ultima expresion indica que si a partir de una seleccién aleatoria de sujetos, asigna-
mos aleatoriamente el tratamiento, entonces la diferencia de promedios de los resultados

'En general, sin embargo, esto no ser4 asf. Para comprobarlo supongamos que no hay efecto causal,
de modo que Y;(0) = Y;(1) para todos los individuos, y por tanto el efecto causal promedio serd nulo,
E (Y;(1) — Y;(0)) = 0. Consideremos igualmente que el tratamiento X; estd, por ejemplo, positivamente
correlacionado con el resultado potencial. En el ejemplo en el que el tratamiento es ir a la universidad, es
bastante probable que los estudiantes que van a la universidad (tratados) sean los més motivados o los
que tienen mayores habilidades. En esta situacién de correlacién positiva entre estar tratado X; = 1y el
resultado potencial, resultarfa que

EY;(1) X =1) > E(Yi(1)),

E (Y;(0) |X: = 0) < E(%;(0)).

Es decir, que en tal caso, el salario promedio potencial por ir a la universidad de la poblacién que
efectivamente ha ido a la universidad es mayor que el salario promedio potencial por ir a la universidad
de la poblacién con independencia de si efectivamente ha ido o no a la universidad. Esto significa que
entonces

E (Y;(1) | X; = 1) — E(%:(0) |X; = 0) > E(Yi(1)) — E(¥%(0)) = 0,

donde la igualdad se debe al supuesto que hemos hecho de efecto causal nulo.
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observados en el experimento entre los tratados y lo no tratados coincide con el efecto
promedio causal del tratamiento en la poblacién. Dicho en otros términos, si deno-
minamos experimento aleatorizado controlado a aquel expermiento que satisface el
disefio que hemos indicado, entonces el sesgo de seleccién se anula, de modo que las
diferencias de medias observadas nos permiten capturar el efecto causal promedio, que
es lo que buscdbamos.

Obviamente, este experimento seria ideal, y la realidad nos devuelve a situaciones
que no garantizan la implementacién de las condiciones del experimento aleatorizado
controlado ideal. Es decir condiciones en las que la asignacién del tratamiento es
independiente de los resultados potenciales

X L [¥i(0), Yi(1)] .

De hecho en el ejemplo del efecto causal sobre el salario por motivo de ir a la universidad,
no se dan las condiciones de experimento aleatorizado controlado. La asignacién del
tratamiento, en ese ejemplo, no es aleatoria. La mayoria de los trabajos aplicados con
experimentos ideales se han hecho en &reas relacionadas con la bioestadistica. No
obstante, es posible que se den situaciones en ramas socio-econémicas (de hecho se han
dado) en las que es posible llevar a cabo un experimento ideal. Normalmente cuando
esto ocurre las conclusiones de esta investigacion tienen mucha relevancia a la hora de
asesorar en la toma de decisiones sobre el desarrollo de programas.

1.7 Modelizacién causal y estrategias de estimacién

Tanto en el contexto andlitico o marco referencial previsto en los modelos de ecuaciones
simultdneas, como en el previsto en los modelos de respuesta potencial, la modelizacion
de la causalidad -dada su inherente complejidad y limitaciones empiricas debido a la
naturaleza del tipo de datos utilizados en la ciencias sociales- un(a) econémetra tiene
varias alternativas para alcanzar dicha modelizacién.

Distinguimos, primeramente entre modelos de informacién completa e informacién
limitada. La modelizcién en un contexto de informacién completa, desde un punto de
vista estadistico, consiste en considerar la distribucién de probabilidad conjunta de las
variables end6genas, dadas las variables exdgenas, y esto serd la base de la inferencia
sobre la causalidad. Las relaciones no se derivan necesariamente de un modelo de
comportamiento optimizador. Se colocan restricciones paramétricas para asegurar la
identificacion de los pardmetros del modelo que son el objetivo de la inferencia esta-
distica. El modelo completo se estima simultdneamente utilizando la estimacién de
maéxima verosimilitud o basada en momentos. Para modelos bien especificados, este es
un enfoque atractivo pero, en general, su limitaciéon potencial es que puede contener
algunas ecuaciones que estdn mal especificadas. La articulaciéon de la distribucién con-
junta puede derivar de la interdependencia contemporédnea o dindmica entre variables
endégenas y / o los errores de las ecuaciones.

Por el contrario, cuando el objeto central de la inferencia estadistica es la estimacién de
uno o dos pardmetros clave, se puede utilizar un enfoque de informacién limitada. Una
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caracteristica de este enfoque es que, aunque una ecuacion es el centro de la inferencia,
se explota la dependencia conjunta entre ella y otras variables endégenas. Esto requiere
que se hagan suposiciones explicitas sobre algunas caracteristicas del modelo que no son
el objeto principal de inferencia. Los métodos de variables instrumentales, los métodos
secuenciales de varios pasos y los métodos de maxima verosimilitud de informacién
limitada son ejemplos especificos de este enfoque. Para implementar el enfoque, uno
normalmente trabaja con una (o més) ecuaciones estructurales y algunas ecuaciones de
forma reducida implicita o explicitamente establecidas. Esto contrasta con el enfoque
de informacién completa donde todas las ecuaciones son estructurales. El enfoque
de informacién limitada a menudo es computacionalmente mds manejable que el de
informacién completa. Estadisticamente, podemos interpretar el enfoque de informacién
limitada como uno en el que la distribucién conjunta se factoriza en el producto de un
modelo condicional para las variables endégenas de interés, digamos y1, y un modelo
marginal para otras variables end6genas, digamos y2, que estan en el conjunto de las
variables condicionantes, como en

f(ylx,0) = g(y1]x,y2,01)h(y2]x,602),0 € ©.

La modelizacién se basa en g(y1|x, y2, 81) con escasa atencion al factor h(yz|x, 0) si es
que 6, se pueden considerar parametros molestos (nuisance parameters).

Otra alternativa en el marco de las ecuaciones simultaneas es partir de la forma reducida
identificada, como hemos visto anterioremente.

Necesitamos, independientemente de la alternativa de modelizacién (limitada o no),
formas de identificar los pardmetros fundamentales del modelo. Sin embargo hay
varios riesgos que iremos viendo a lo largo de los siguientes temas. Riesgos tales como:
posibles variables omitidas, especificaciones incorrectas de la forma funcional, errores
de medicion en las variables explicativas, el uso de datos no representativos de la
poblacién, y el ignorar la endogeneidad de las variables explicativas, entre los maés
relevantes.

A veces, los datos se generan mediante experimentos naturales y cuasiexperimentos (lo
veremos mds adelante). La idea aqui es simplemente que una variable de politica puede
cambiar ex6genamente para alguna subpoblacién mientras que permanece igual para
otras subpoblaciones. Por ejemplo, las leyes de salario minimo en un estado pueden
cambiar mientras permanecen sin cambios en un estado vecino. Tales eventos crean de
“forma natural” grupos de tratamiento y control. Si el experimento natural se aproxima
a una asignacion de tratamiento aleatoria, entonces aprovechar esos datos para estimar
parametros estructurales puede ser mas simple que la estimaciéon de un modelo de
ecuaciones simultdneas més grande con variables de tratamiento endégenas. También
es posible que la variable de tratamiento en un experimento natural pueda considerarse
exdgena, pero el tratamiento en si no se asigna al azar.

La identificacién puede verse amenazada por la presencia de un gran niimero de pa-
rametros molestos. Por ejemplo, en un modelo de regresion de seccion transversal, la
funcién media condicional E [yi | xi] puede involucrar un efecto fijo especifico indivi-
dual ai, que se supone que estd correlacionado con el error de regresion. Este efecto no
puede identificarse sin muchas observaciones sobre cada individuo (es decir, datos de
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panel). Sin embargo, con solo un panel corto, podria eliminarse mediante una transfor-
macién del modelo. Otro ejemplo es la presencia de variables ex6genas no observadas
invariantes en el tiempo que pueden ser comunes a grupos de individuos.

Cuando se omiten las variables de una regresion, y cuando los factores omitidos se corre-
lacionan con las variables incluidas, se produce un sesgo. Por ejemplo, en una regresion
con los ingresos como variable dependiente y la escolaridad como variable explicativa,
la capacidad individual puede considerarse una variable omitida porque normalmente
s6lo se dispone de aproximaciones imperfectas. Esto significa que posiblemente no se
pueda identificar el coeficiente de la variable escolaridad. Una posible estrategia es
introducir variables de control en el modelo; el enfoque general se denomina enfoque
de funcién de control. Estas variables son un intento de aproximar la influencia de
las variables omitidas. Por ejemplo, varios tipos de puntuaciones sobre el rendimiento
escolar podrian servir como controles de capacidad individual.

Si la identificacion esta en peligro porque la variable de tratamiento es enddgena,
entonces una solucién estandar es utilizar variables instrumentales vélidas. Esto es més
tacil de decir que de hacer, como veremos en el tema dedicado a este tipo de estimacion.
La eleccién de la variable instrumental asi como la interpretacion de los resultados
obtenidos debe hacerse con cuidado porque los resultados pueden ser sensibles a la
eleccion de instrumentos.

La inferencia basada en muestras sobre la poblacién solo son vélidas si los datos de la
muestra son representativos de la poblacién. El problema de la seleccién muestral o el
denominado sesgo muestral surge cuando los datos de la muestra no son representati-
vo0s, en cuyo caso no se identifican los pardmetros de la poblacion. Existen técnicas de
reponderacion de la muestra que corrijan los sesgos, tal y como se ha visto en los temas
de muestreo de poblaciones.

1.8 Datos observacionales

Tanto en macroeconometria como en microeconometria, los datos por lo general son
observacionales (es decir, no proceden de un experimento controlado, si no de la
observacion). Los datos observaciones y los experimentales son distintos porque, en
principio, dentro de un entorno experimental puede supervisarse y controlarse de cerca.
Esto hace posible variar una variable causal de interés, manteniendo otras covariables
en entornos controlados. Por el contrario, los datos observacionales se generan en un
entorno no controlado, dejando abierta la posibilidad de que la presencia de factores
de confusioén dificulte la identificacién de la relaciéon causal de interés. Este hecho
diferencial es fundamental dado que condiciona (y diferencia) la gran mayoria de las
técnicas de estimacion, asi como su alcance causal.

Una fuente de datos observacionales son las encuestas de hogares, empresas y datos
administrativos del gobierno. Los datos del censo también se pueden utilizar para
generar muestras. Muchas otras muestras se generan a menudo en los puntos de
contacto entre las partes que realizan la transaccion. Por ejemplo, los datos de marketing
se pueden generar en el punto de venta y / o encuestas entre compradores (reales
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o potenciales). Internet (por ejemplo, subastas en linea) también es una fuente de
datos.

El término dato observacional generalmente se refiere a datos de encuestas recopilados
mediante el muestreo de la poblacién relevante de sujetos sin ningtin intento de controlar
las caracteristicas de los datos muestreados. Sea ¢ el subindice de tiempo, y w un
conjunto de variables de interés. En este contexto, ¢ puede ser un punto en el tiempo o un
intervalo de tiempo. Sea \S; una muestra de la distribucién de probabilidad poblacional
F (w; | 6,); S; es un dibujo de F' (w; | 8;), donde ¥ es un vector de pardmetros.

La poblaciéon debe considerarse como un conjunto de puntos con caracteristicas de
interés y, por simplicidad, asumimos que se conoce la forma de la distribucién de proba-
bilidad F. Un esquema de muestreo aleatorio simple permite que todos los elementos
de la poblacién tengan la misma probabilidad de ser incluidos en la muestra. Se pueden
considerar no obstante esquemas de muestreo mas complejos.

El abstracto concepto de poblacién estacionaria proporciona un punto de referencia
atil. Si los momentos de las caracteristicas de la poblaciéon son constantes, entonces
podemos escribir 8, = 1, para todo t¢. Este es un supuesto fuerte porque implica que
los momentos de las caracteristicas de la poblacion son invariantes en el tiempo. Por
ejemplo, la distribucién por edad y sexo debe ser constante. De manera mas realista,
algunas caracteristicas de la poblaciéon no serian constantes. Para manejar tal posibilidad,
(los pardmetros de) cada poblacién pueden considerarse como una extraccién de una
superpoblacién con caracteristicas constantes. Especificamente, pensemos en cada 6,
como una extraccion de una distribucién de probabilidad con un (hiper)pardmetro
constante V.

Como punto de referencia para los posteriores temas, consideraremos el muestreo
aleatorio simple en el que la probabilidad de la unidad de muestreo ¢ de una poblacién
de tamafno N, con N grande, es 1/N para todo i.

Particionemos w en [y: x] y supongamos que nuestro interés estd en modelar y, una
variable de resultado condicionado al vector ex6geno de covariables x, cuya distribucién
conjunta se denota f;(y,x). Esto siempre se puede factorizar como el producto de la
distribucién condicional fo(y|x, @) y la distribucién marginal fj,(x)

fr(y,x) = folylx, 0)fu(x)

El muestreo aleatorio simple implica extraer las combinaciones (y, x) uniformemente de
toda la poblacion.

Lo interesante del muestreo es que si se extrae una muestra aleatoria, entonces la distri-
bucién de probabilidad de los datos es la misma que la distribucién de la poblacién. Sin
embargo, hay ciertas desviaciones del muestreo aleatorio que provocan una divergencia
entre los dos; esto se conoce como sesgo muestral o sesgo de muestreo. La distribucién
de datos difiere de la distribuciéon de la poblaciéon de una manera que depende de la
naturaleza de la desviacion del muestreo aleatorio. La desviacion del muestreo aleatorio
se produce porque a veces es mds conveniente o econémicamente rentable obtener los
datos de una subpoblacién aunque no sean representativos de toda la poblacién. Ahora
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consideramos varios ejemplos de tales desviaciones, comenzando con un caso en el que
no hay desviacién de la aleatoriedad.

En efecto, el caso “ideal’ seria el (sub)muestreo exégeno. Sucede cuando el analista seg-
menta la muestra disponible en submuestras basandose tinicamente en un conjunto de
variables exdgenas x, pero no en la variable de respuesta y. Por ejemplo, la clasificacion
por categorias de ingresos, género, salud o nivel socioeconémico.

Bajo los supuestos de muestreo exégeno, la distribuciéon de probabilidad de las varia-
bles exégenas es independiente de y, y no contiene informacién sobre los pardmetros
poblacionales de interés, 9. Por lo tanto, se puede ignorar la distribucién marginal de
las variables ex6genas y simplemente basar la estimacién en la distribucién condicional

fylx, 0).

Si la suposicion es incorrecta y la distribucién observada de la variable de resultado
puede depender de la variable de segmentacion seleccionada, que puede estar corre-
lacionada con el resultado, entonces nos alejariamos del muestreo ex6geno. Veamos
algunos casos especialmente habituales:

Considere, por ejemplo, que en un estudio de los determinantes del ntimero de visitas a
un sitio recreativo solo se incluyen aquellos con al menos una visita. En este caso la pro-
babilidad de que un individuo sea incluido en la muestra depende de las respuestas o
elecciones hechas por ese individuo. De modo que las elecciones estan relacionadas con
la propia variable enddgena y se produce un sesgo muestras causado por la respuesta
(response-based biased). Se necesitaria una muestra aleatoria muy grande para generar
suficientes observaciones (informacion) sobre un resultado o elecciéon relativamente
poco frecuente y, por lo tanto, es mds barato recolectar una muestra de aquellos que
realmente han hecho la eleccién. La importancia practica de esto es que la estimaciéon
coherente de los pardmetros de poblacién 4 ya no se puede realizar utilizando tnica-
mente la densidad de poblacién condicional f(y|x). El efecto del esquema de muestreo
también deberia tenerse en cuenta.

Otra situacién es el generado por el muestreo con sesgo por extensiéon o longitud
(lIenght-biased) muestral. Aparece cuando en el muestreo sobre una poblacién es usado
para hacer inferencias sobre una poblacién diferente. Por ejemplo, supongamos que
deseamos conocer el tiempo medio de transicién del estado “desempleada” al estado
“empleada”. La clave es observar de donde procede la muestra. Un posiblidad es que
provenga de individuos que estan desempleados en una fecha particular, otra por
ejemplo es que provenga de la fuerza laboral (independientemente de su estado actual),
y otra es que se muestree del grupo de personas que estdn en transicién. Asi pues,
podriamos sesgar los resultados del tiempo medio facilmente en funcién de dénde
proceda la muestra.

Veamos una tercera fuente relacionado con el muestreo, y conocido como sesgo de
seleccién muestral. Considere que una investigadora esta interesada en medir el efecto
de la formacién o capacitacién para alguna labor, denotado por z (tratamiento), sobre los
salarios posteriores a la formacién, denotado por y (resultado), dadas las caracteristicas
del trabajador, denotado por x.

La variable z toma el valor 1 si el trabajador ha recibido capacitacién y es 0 en caso
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contrario. Las observaciones estan disponibles en (x, D) para todos los trabajadores,
pero para y solo estan disponible para aquellos que recibieron capacitaciéon (D = 1).
La investigadora estd interesada en hacer inferencia sobre el impacto promedio de
la capacitacién en el salario posterior al proceso de formacion o capacitaciéon de un
trabajador elegido al azar con caracteristicas conocidas y que actualmente no ha sido
formado o capacitado (D = 0). El problema de la seleccién muestral, y por tanto su sesgo,
se refiere a la dificultad de hacer tal inferencia. El objetivo es por tanto establecer la
siguiente probabilidad:

Prly|z] = Prly|lx, D = 1]Pr[D = 1|z] + Prly|z, D = 0| Pr[D = 0|z]

El proceso de muestreo puede identificar tres de los cuatro términos del lado derecho,
pero no proporciona informacién sobre el término Pr(y|z, D = 0], y por tanto serd
necesario establecer algiin tipo de supuesto sobre Pr[y|z]| para poder inferir algo sobre
el comportamiento medio, es decir, sobre E[y|x]:

Ely|z] = Ely|z, D = 1] - Pr|D = 1|z] + E[y|x, D = 0] - Pr[D = 0|x].

Esta lista de sesgos se puede completar con los problemas derivados de la calidad
de las respuestas. Los datos observacionales a menudo provienen de encuestas. Las
encuestas son normalmente voluntarias y el incentivo para participar puede variar
sistemdaticamente segtn las caracteristicas de la entidad (por ejemplo, un hogar) y
del tipo de pregunta que se haga. Las personas pueden negarse a responder algunas
preguntas. Si existe una relacion sistemética entre la negativa a responder una pregunta
y las caracteristicas del individuo, entonces surge el problema de la representatividad
de una encuesta si el cuestionario permite la ausencia de respuesta. Si se ignora la falta
de respuesta, y si el andlisis se lleva a cabo utilizando tinicamente los datos de los
encuestados, ;como se vera afectada la estimacion de los pardmetros de interés? La falta
de respuesta a la encuesta es un caso especial del problema de seleccién mencionado en
la seccién anterior. Ambos involucran muestras sesgadas.

Otro problema de las encuestas es que los encuestados que se enfrentan a un cuestionario
extenso no necesariamente responderan todas las preguntas e incluso si lo hacen, las
respuestas pueden ser deliberada o fortuitamente falsas. Suponga que la encuesta por
muestreo intenta obtener un vector de respuestas denotado como x; = (21, ...., Tix)
de N individuos, ¢ = 1,..., N. Consideremos que si un individuo no proporciona
informacién sobre uno o més elementos de x;, se descarta el vector completo.

Entonces, el primer problema resultante de la falta de datos es que se reduce el tamafio
de la muestra. El segundo problema potencialmente méds serio es que los datos faltantes
pueden conducir a sesgos similares al sesgo de seleccién. Si faltan datos de manera
sistemadtica, entonces la muestra que queda por analizar puede no ser representativa
de la poblacién. Una forma de sesgo de seleccién puede ser inducida por cualquier
patrén sistematico de falta de respuesta. Por ejemplo, es posible que los encuestados
de altos ingresos no respondan sistematicamente a las preguntas sobre ingresos. Por
el contrario, si los datos faltan completamente al azar, descartar las observaciones
incompletas reducira la precisién pero no generara sesgos.
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Estos dos problemas conviven con el propio error de medida derivadas del descui-
do, de la informacion deliberadamente errénea, del recuerdo defectuoso de eventos
pasados, de la interpretacién incorrecta de preguntas y de los propios errores en el
procesamiento de datos. Una fuente méas profunda de error de medicién se debe a que la
variable medida es, en el mejor de los casos, una proxy imperfecto del concepto tedrico
relevante.

Terminamos este apartado indicando los tipos mds habituales de datos observacionales
en la actualidad.

Los datos de corte transversal se obtienen observando w, para la muestra S; para al-
gun t. Aunque generalmente no es practico muestrear todos los hogares en el mismo
momento, los datos de corte transversal siguen siendo una instantdnea de las caracteris-
ticas de cada elemento de un subconjunto de la poblacién que se utilizard para hacer
inferencias sobre la poblacion. Si la poblacion es estacionaria, las inferencias hechas
sobre 0, utilizando S; pueden ser validas también para t.

Los datos de cortes repetidos se obtienen mediante una secuencia de muestras inde-
pendientes S; tomadas de F'(w;|6,),t = 1,...,T. Debido a que el disefio de la muestra
no intenta retener las mismas unidades en la muestra, se pierde informacién sobre la
dependencia dindmica en el comportamiento. Si la poblacion es estacionaria, los datos
de cortes transversales repetidos se obtienen mediante un proceso de muestreo similar
al muestreo con reemplazo de la poblacién constante. Si la poblacién no es estacionaria,
las secciones transversales repetidas se relacionan de una manera que depende de como
cambia la poblacién a lo largo del tiempo. En tal caso, el objetivo seria hacer inferenciaa
sobre los pardmetros (hiper) constantes subyacentes.

Si existe una dependencia significativa entre el comportamiento pasado y actual, enton-
ces se requieren datos longitudinales o de panel para identificar la relacién de interés.
Por ejemplo, las decisiones pasadas pueden afectar los resultados actuales; la inercia o
la persistencia del hdbito pueden explicar las compras actuales, pero dicha dependencia
no puede modelarse si el historial de compras no esté disponible. Esta es una de las
limitaciones impuestas por los datos de corte transversal.

Los datos de panel o longitudinales se obtienen seleccionando inicialmente una mues-
tra S'y luego ir recolectando observaciones para una secuencia de periodos de tiempo,
t =1,...,T. Esto se puede lograr entrevistando a los sujetos y recolectando datos pre-
sentes y pasados al mismo tiempo, o rastreando a los sujetos una vez que hayan sido
incluidos en la encuesta. Esto produce una secuencia de vectores de datos {wy,. .., wr}
que se utilizan para hacer inferencias sobre el comportamiento de la poblacién o el de la
muestra particular de individuos. La metodologia adecuada en cada caso puede no ser
la misma. Si los datos se extraen de una poblacién no estacionaria, el objetivo apropiado
deberia ser la inferencia de (hiper) parametros de la superpoblacién.

Los datos observacionales recogido a través de un panel tienen muy buenas propie-
dades, sin embargo hay que ser consciente de los riesgos y limitaciones. La primera
cuestion es la representatividad del panel. Los problemas de inferencia con respecto al
comportamiento de la poblacién utilizando datos longitudinales se vuelven mas difi-
ciles si la poblacién no es estacionaria. Para analizar la dindmica del comportamiento,
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retener los hogares originales en el panel durante el mayor tiempo posible es una opcién
atractiva. En la préctica, los conjuntos de datos longitudinales sufren el problema del
"desgaste de la muestra", quizds debido a la "fatiga de la muestra". Esto simplemente
significa que los encuestados no contintan respondiendo a los cuestionarios. Esto crea
dos problemas: (1) El panel se desequilibra y (2) existe el peligro de que el hogar retenido
no sea "tipico” y que la muestra no sea representativa de la poblacién. Tanto (1) como
(2) compromenten la validez de la inferencia.

1.9 Datos de experimentos sociales

Deciamos anteriormente que en ciencias sociales abundan los datos observacionales
en detrimento de los experimientales. En economia, los datos analogos a los datos
experimentales provienen de experimentos sociales o de experimentos de "laboratorio”
en pequefios grupos de participantes voluntarios que imitan el comportamiento de
los agentes econémicos. Los experimentos sociales son relativamente poco comunes
y, sin embargo, los conceptos, métodos y datos experimentales sirven como punto de
referencia para evaluar estudios econométricos basados en datos observacionales.

La caracteristica central de la metodologia experimental implica una comparacion
entre los resultados del grupo experimental seleccionado al azar que se somete a un
"tratamiento" con los de un grupo de control (comparacién). En un buen experimento,
se ejerce un cuidado considerable en emparejar los grupos de control y experimentales
("tratados") y en evitar posibles sesgos en los resultados. Considere, por ejemplo, dos
regiones o estados contiguos, uno de los cuales pone en marcha una politica de salario
minimo diferente de la otra, creando las condiciones de un experimento natural en
el que las observaciones del estado "tratado" se pueden comparar con las del estado
"control".

Un experimento social implica variaciones exégenas en el entorno econémico al que se
enfrenta el conjunto de sujetos experimentales, que se divide en un subconjunto que
recibe el tratamiento experimental y otro que sirve como grupo de control. El modelo de
resultados potenciales es muy adecuado para este tipo de datos experimentales.

Los experimentos sociales estdn motivados por cuestiones de politica sobre cémo
reaccionarian los sujetos ante un tipo de politica que nunca se ha probado y, por tanto,
para la que no existen datos de respuesta observada. La idea de un experimento social
es reclutar a un grupo de participantes dispuestos, algunos de los cuales se asignan
al azar a un grupo de tratamiento y el resto a un grupo de control. La diferencia entre
las respuestas de aquellos en el grupo de tratamiento, sujetos al cambio de politica, y
aquellos en el grupo de control, que no lo estén, es el efecto estimado de la politica.
El elemento clave es la asignacion aleatoria a ser parte del grupo de control o del de
tratamiento.

Los experimentos aleatorizados (randomized trials) también permiten una mayor va-
riacion en las variables y pardmetros de las politicas que los que estdn presentes en los
datos de observacion, lo que facilita la identificacion y el estudio de las respuestas a los
cambios en las politicas. Un experimento puede producir datos de corte transversal o
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longitudinales, aunque las consideraciones asociadas a sus respectivos costes general-
mente limitaran la dimensién de tiempo muy por debajo de lo que es habitual en los
datos observacionales.

La ventaja clave proviene de los experimentos aleatorizados es que eliminan cualquier
correlacion entre las caracteristicas observadas y no observadas de los participantes del
programa. La contribucién del tratamiento a la diferencia entre el resultado entre los
grupos “tratamiento” y “control” puede estimarse sin sesgo de confusién, incluso si
no se pueden controlar las variables de confusion. La presencia de correlacion entre el
tratamiento y las variables de confusién a menudo afecta los estudios observacionales
y complica la inferencia causal. Por el contrario, un estudio experimental realizado
en circunstancias ideales puede producir una estimacién consistente de la diferencia
promedio en los resultados de los grupos tratados y no tratados sin mucha complejidad
computacional. Sin embargo, si un resultado depende del tratamiento, asi como de otros
factores observables, entonces deberiamos controlar por este tiltimo para mejorar en
general la precision de la estimacion del impacto causal.

Las principales limitaciones de lo experimentos sociales son las siguientes. En la gran
mayoria de ocasiones estos experimentos tienen un coste monetario y no monetario
alto. El primero de ellos es evidente, dado que compromente muchos recursos, mas
aun cuando el experimento comportara decisiones que pudieran generar ganancias
potenciales en los participantes. Los costes no monetarios son los derivados de aplicar
sobre seres humanos metodologias desarrolladas para entidades no-humanas. No
siempre es posible, no siempre es ético y no siempre los resultados se pueden entender
en el mismo sentido que en el mundo experimental sobre no-humanos.

Un segundo problema es el de la seleccién muestral, que es relevante porque la participa-
cién es voluntaria. Por razones éticas, hay muchos experimentos que simplemente no se
pueden realizar (por ejemplo, asignacion aleatoria de estudiantes a afios de educacion).
A diferencia de los experimentos médicos que pueden alcanzar el estdndar de oro de
un protocolo “doble ciego”, en los experimentos sociales, los experimentadores y los
sujetos saben si estan en grupos de tratamiento o de control. Ademas, aquellos en los
grupos de control pueden obtener tratamiento (por ejemplo, entrenamiento) de fuentes
alternativas. Si la decision de participar no esta correlacionada con x o u, el anélisis de
los datos experimentales se simplifica.

Un tercer problema es el desgaste de la muestra causado por los sujetos que abandonan
el experimento después de que ha comenzado. Incluso si la muestra inicial fuera aleato-
ria, el efecto de la desercion no aleatoria bien puede conducir a un problema similar
al sesgo de deserciéon propio de los datos de panel. Finalmente, esta el problema del
efecto Hawthorne. Los sujetos humanos, a diferencia de los objetos inanimados, pueden
cambiar o adaptar su comportamiento mientras participaba en el experimento. En este
caso, la variacién en la respuesta observada en condiciones experimentales no puede
atribuirse tinicamente al tratamiento.
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1.10 Datos de experimentos naturales

Es posible que los datos disponibles provengan de un "experimento natural”. Un ex-
perimento natural ocurre cuando un subconjunto de la poblacién estd sujeto a una
variacién exdgena en una variable, quizds como resultado de un cambio de politica, que
normalmente estaria sujeta a una variacién de la variable endégena.

Supongamos que existe una intervencion exégena (externa) que cambia x en un modelo
simple y = B + B2x + u. Ejemplos de tal intervencién externa son las normas administra-
tivas, la legislacién generada y no anticipada por los agentes o instituciones, los eventos
naturales como los nacimientos de gemelos, los cambios relacionados con el clima ... .
La intervencién exégena crea una oportunidad para evaluar su impacto comparando el
comportamiento del grupo afectado tanto “antes” como “después” de la intervencion,
o con el de un grupo no afectado después de la intervencion. Es decir, los grupos de
comparacién “naturales” son generados por el evento que facilita la estimacion del S,.
La estimacion se simplifica porque x puede tratarse como exdgena.

Consideremos algunos ejemplos ilustrativos. Supongamos que estamos interesados en
estudiar los efectos de la inmigracion sobre el mercado laboral. Una de las preguntas
que mads interesan a los economistas, y también a la sociedad, es saber si la inmigracién
reduce los salarios. La teoria econdmica sugiere que al desplazarse a la derecha la
curva de oferta de trabajo, ceteris paribus todo lo demés, se llegaria a una situacién de
equilibrio estable en la que los salarios (precios de trabajo) serian més bajos que antes.
¢Qué hariamos si pudiéramos realizar un experimento aleatorizado controlado? Un
experimento para estimar el efecto sobre los salarios de la inmigracién asignaria aleato-
riamente un ntimero diferente de inmigrantes (diferentes tratamientos del experimento)
a distintos mercados de trabajo (sujetos del experimento), y luego mediria el efecto
sobre los salarios (respuesta observada en el experimento) y compararia. Sin embargo,
es evidente que por muchos motivos de distinta naturaleza esto no lo podemos hacer.
Podemos por tanto pensar en un cuasiexperimento. De hecho el trabajo del economista
David Card (1990) es un ejemplo de cuasiexperimento.

El levantamiento temporal de las restricciones sobre emigracion desde Cuba en 1980,
supuso un éxodo de cubanos hacia Miami, inmigrantes que pasaron a formar parte
del mercado laboral de Miami. Este hecho institucional puntual, que constituye una
fuente exégena (natural) de variacién, fue utilizado por Card para estimar el efecto
causal sobre los salarios. Para ello compar6 la variacién de los salarios de trabajadores
poco cualificados en Miami con la variaciéon de salarios de trabajadores similares en
otras ciudades comparables (con Miami) de EE.UU. durante el mismo periodo. La
conclusién fue que no hubo efecto estadisticamente significativo sobre los salarios de
los trabajadores menos cualificados.

Otros temas que han sido analizados por economistas por medio de experimentos
naturales son: efectos de legislacion sobre salarios minimos por medio de cambios en
las normas estatales o federales en los EE.UU.; los efectos del tamafo familiar sobre las
elecciones de las familias utilizando los partos gemelares como fuente exégena de varia-
cién; los efectos de los impuestos sobre la oferta de trabajo y la inversién examinando
reformas impositivas; los efectos del seguro por enfermedad sobre la salud, la oferta
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de trabajo y las ayudas con hijos dependientes, utilizando para ello ampliaciones de
programas que han permitido ampliar la posibilidad de seleccién de nuevos sujetos;
los efectos de las restricciones de liquidez sobre la inversién utilizando los cambios en
los precios del crudo como shocks para el cashflow de filiales no dependendientes del
petréleo; por citar algunos ejemplos clasicos.

El tratamiento econométrico habitual se denomina estimacion de diferencias en diferen-
cias, y se ve en otra parte del temario.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Prediccién. McGraw Hill

Stock J. and Watson J. Introduccion a la econometria. Pearson.
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Tema 2

Analisis de regresion con datos de seccion cruzada I

Este tema estd elaborado como una adaptacién de los capitulos 2 y 3:
Wooldridge. J. 4th Ed., Introductory Econometrics.

Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

* Anadlisis de regresion con datos de secciéon cruzada.
¢ El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO).
* Valor esperado y varianza el estimador MCO.

¢ Eficiencia.

2.1 Anadlisis de regresién con datos de seccién cruzada

En la Economia nos interesa la relacion entre dos o maés variables econémicas. Esto
motiva que en Econometria nos concentramos en poblaciones con una dimension, al
menos, bivariante.

La herramienta econométrica mas comtinmente aplicada es la estimacién por mini-
mos cuadrados, también conocida como regresion. La técnica de minimos cuadrados
es una herramienta para estimar la media condicional de una variable (la variable
dependiente) dado otro conjunto de variables (denominadas generalmente como re-
gresores).

Asf, en el caso bivariante, si Y y X son dos variables que representan alguna poblacién,
entonces estamos interesados en explicar Y en términos de X, o puesto en otros términos,
nos interesa estudiar como varia Y ante variaciones en X. Un ejemplo elemental es que
Y sea la tasa de ahorro de una familia y X la renta de dicha familia. Otro es que Y
represente las ventas de un servicio/producto y X los gastos en publicidad de dicho
servicio/producto.

Al tratarse de datos no-experimentales, consideraremos que nuestras variables son
aleatorias. La variable «Y», que la denotaremos, generalmente, por Y, es una variable
aleatoria que tendrd una distribucién poblacional desconocida, y lo mismo sucedera
para la variable «X». Desconocemos el valor de las mismas antes de que sean observadas.
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Asi pues, podemos utilizar las herramientas propias de la teoria de la probabilidad. Las
variables aleatorias tienen una funcién de distribucién conjunta, F'(X,Y’), y también
una funcién de densidad de probabilidad conjunta, f(X,Y).

El objeto de interés es, no tanto el comportamiento aislado de cada una de las variables
aleatoria, sino las relaciones que se establecen entre las dos variables. Esta relaciéon
serd de naturaleza estocéstica y por tanto queremos analizar conjuntamente el vec-
tor de variables aleatorias (X,Y"). En particular nuestro interés sera la (generalmente
desconocida) distribucién poblacional conjunta de X y de Y. Utilizaremos dicha dis-
tribucién conjunta para conocer la posible relacién entre ambas variables. En caso de
que no hubiera relacién entre cada una de las variables, diriamos que son estadisti-
camente independientes, y l6gicamente vendria recogido en la distribucién conjunta
adecuadamente.

Una forma muy conveniente e informativa para capturar la potencial relaciéon entre «Y»
y «X» es a través de la funcién de esperanza condicionada (FEC). Es importante condi-
cionar puesto que se trata de variables aleatorias. En caso de variables deterministas
hubieramos trabajado con la funcién de esperaza marginal.

La esperanza condicionada de Y a un nivel de X determinado recoge la media de la
distribucién de Y. La funcién de esperanza condicionada informa sobre la evoluciéon
de las medias a medida que cambia el nivel de X. Esta idea se puede expresar como
sigue

E(Y | X) =m(X).

Se observa que la E(Y | X) es aleatoria en la medida en que cambia con X. Como
variable aleatoria sera suceptible de tener esperanza matematica no condicionada, es
decir,

E[EY [ X)],

que es una media que se va calculando a partir de las esperanzas condicionadas que
a su vez consideran los distintos valores que va tomando la variable X. Un resultado
interesante e intuitivo a este respecto es la Ley de las Esperanzas Totales:

E(Y) =E[EQY | X)],

que nos indica que una media (no condicionada) puede escribirse como la media no
condicionada del promedio de las funciones de esperanzas condicionadas.

Por otra parte, otro resultado operativo interesante es la propiedad de que cuando
condicionas una funcién de X a X, puedes tratar la esperanza condicionada como una
constante

E(g(X) | X) = X.

El objetivo principal es estudiar la relacién que se establece a nivel poblacional entre
la variable Y y la variable X. Normalmente nos encontraremos que la variable objeto
de estudio Y esta relacionada no solo con X, sino con otras variables X, Xy,..., X, y
entonces nuestro objetivo serd explicar cémo varia «Y» ante cambios en alguna(s) de
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las «k» variables explicativas. La lista de las «k» variables, con toda seguridad, no sera
una relacién exhaustiva de las variables que expliquen el comportamiento de «Y», de
manera que la relacién entre «Y» y las «k» variables no sera exacta o determinada, sino
solo aproximada. La FEC es una forma excelente de resumir la relaciéon entre la «Y»
y todas las «k» variables. Son varios los motivos por los que la relacién queda bien
resumida.

La primera razén es que la FEC permite que cualquier variable aleatoria Y se pueda
descomponer como la suma de dos términos

Y = ]E[Y |X1,X2, ,Xk] +e

donde el primer sumando es la FEC y recoge la parte de Y explicada por las «k» variables
del vector x = (X, Xy, ..., X}) y el segundo sumando que denotamos por e el cual, por
un lado no esta correlacionado (no covaria) por construccién con el vector x, Efe |x]| = 0;
ni con ninguna funcién de x, E[e - h(x)] = 0.

La segunda razoén es que la FEC es la funcién que mejor sirve para predecir la variable
«Y».Y la tercera razén por la que conviene usar la FEC es porque la esperanza de una
variable aleatoria es un buen resumen de la informacién de dicha variable. Por estos
motivos, la FEC es el eje central de construcciéon de los modelos econométricos.

La FEC serd no lineal y también sera desconocida. Es decir en general E[Y | X3, Xo, ..., X} ]
es no lineal, sin embargo, vamos a considerar que la podemos aproximar mediante una
funcién lineal.

La relaciéon promedio entre las variables a la derecha del signo igual (las X;,j =1, ..., k)
y la variable Y se expresa adecuadamente mediante la FEC, y también se la denomina
funcién de regresion poblacional (FRP):

ElY | X1, Xo, ..., Xi| = Bo + 51X1 + BoXo + ... + B Xy, (2.1)

que indica que el valor esperado de la variable Y condicionado a los valores que
toman las variables explicativas X, j = 1, ..., k. Esta expresion nos indica que estamos
considerando como forma de trabajo (de aproximacién) que la la FEC es lineal, aunque
no tiene porqué ser lineal. Esto es bastante razonable, ya que

Bo + 1 X1+ foXo + ..+ B Xy
es la mejor aproximacion lineal que podemos hacer de la FEC, es decir, de E[Y | X7, Xo, ..., X |.

Esta importante propiedad es una de las principales razones por la que utilizamos
la especificacion lineal y que se denomina modelo de regresion lineal. Asi pues, el
modelo de regresion lineal lo interpretarmos como una aproximacién lineal a la FEC.
Esto enfatiza que el objetivo principal que perseguimos en el modelo de regresiéon
lineal es estudiar hechos esenciales de la relacion estadistica de «Y» con las «X». Esto es,
estamos centrados en la distribucién de «Y» mds que en su valor concreto.

Otro motivo importante por el que usamos la caracterizacion lineal de la FEC es que la
forma o expresion lineal que le damos a la FEC nos asegura que captura el efecto parcial
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(efecto ceteris paribus) de cada una de las «k» variables sobre «Y»: el efecto esperado
sobre Y de la variacién de una variable (digamos, X;) manteniendo constantes el resto
de factores incluidos (X5, X3, ..., Xj). De hecho, el coeficiente de la pendiente de X; o
pardmetro /3, captura el efecto que X; tiene sobre Y teniendo en cuenta (controlando por)
los otros factores explicitados en la relacion. Esta interpretacion se obtiene facilmente
si a partir de la FRP imaginamos una variacién de X; por una cuantia AX;, mientras
que el resto de variables no varian (se mantienen constantes). El cambio de X; hara que
cambie E[Y | X1, X5, ..., Xi] en una cierta cantidad AE[Y | Xy, X», ..., Xi]. El nuevo valor
resultante sera

EY | Xy, Xa, ..., Xi | + AE[Y | X1, X, .., Xi| = Bo + 51 (Xo + AXY) + BoXo + oo+ B X

(2.2)
Si a esta expresion le restamos el valor esperado de Y cuando no hay cambios, entonces
se obtiene

AE[Y [ Xy, Xo, ..., Xi] = B1 (AXY),
por lo que la expresion
AE[Y ’X17X27 >Xk]
AX,

indica que el coeficiente poblacional /3, es el efecto (cambio esperado) sobre E(Y|X)
ante un cambio en X;, manteniendo fijas X;,j = 2,3, ..., k.

b=

El término constante «;» frecuentemente no es relevante en el anélisis empirico, si bien
hay algunas aplicaciones en las que si lo es. Su interpretacion es sencilla: es el valor
esperadode Y, cuando X; = Xy, = ... = X;; = 0.

Dados estos elementos estamos en condiciones de formar el modelo, es decir, la forma
particular con la que vamos a relacionar las «k» variables con «Y» es:

Y =B+ 51 X1+ B Xo+ ...+ B X + €. (2.3)

La ecuacién anterior define lo que llamaremos modelo de regresiéon lineal milti-
ple

De singular importancia es la variable «c» se denomina término error y representa
todos los otros factores que ademds de X;, Xy,..., X, determinan el valor de la variable
dependiente Y para una observacién concreta que llamamos observacién i, por lo que
para cada observacién i habra un error ¢;. Es decir ¢; representa los diferentes factores,
distintos de las variables explicativas Xj;, Xy;,... de la Ecuacién (2.3) que afectan a la
variable dependiente Y; para cada i.

Asi pues tenemos todos los elementos esenciales del modelo que nos permite hacer
andlisis de regresion: la variable dependiente, Y, las variables exdgeneas o independien-
tes o regresosres, X;,j = 1, ..., k, el término error ¢, los pardmetros de pendiente o de
efectos parciales.
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2.2 El estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

El objetivo de esta seccion estimar los pardametros que aparecen en la relacién poblacional
indicada en la FEC:
Bo + i X1+ BoXo + ... + B X

Deseamos por tanto estimar los coeficientes 3;,7 = 0,1,...,k, que son los que nos
permiten, como hemos visto, interpretar los efectos parciales de cada variable explicativa
en el comportamiento esperado de la variable dependiente.

Podemos estimar 3;,j = 0,1, ...,k a partir de datos observados que incluyan los va-
lores conjuntos de las variables (Y, X, ..., X). Estas variables son aleatorias, y hemos
de distinguirlas de las observaciones realizadas que serdn un conjunto finito de n
observaciones

{(}/Z, )(11‘7 cees )(]ﬁ)7 1= ]_, ceey TL}

que denominamos muestra.

Desde el punto de vista del andlisis econométrico trataremos esta muestra como reali-
zaciones de un proceso aleatorio. En particular asumimos que las observaciones son
muestras de una poblacién subyacente idéntica comtin para todas ellas, y que podemos
denotar como F'. La muestra estd formada por n observaciones, cada una de ellas de
la forma {(Y;, Xi;, ..., Xxi);? = 1, ...,n}. Obsérvese que el orden de los elementos de la
muestra no tiene ninguna importancia.

Esta distribucién comun F' se le suele denominar poblacién o también proceso genera-
dor de datos. Una forma ttil de pensar sobre el proceso generador de datos es como
una poblacién infinitamente grande de la que hemos extraido una muestra finita.

El modelo de regresion simple y multiple se aplica perfectamente a partir de las obser-
vaciones o muestra de la forma {(Y;, X1;, ..., Xx:); i = 1,...,n}.

Supongamos, inicialmente, que queremos estimar la funcién de regresién poblacional
del modelo de regresiéon simple de la Ecuacion:

Y = Bo + 51X + e, (2.4)

De cada una de ellas (de cada i) tenemos un valor observado para la variable Y, que
denotamos Y;, y otro para la variable X, que indicamos por X;;. Queremos estimar los
pardmetros de la FEC, es decir, de (3, + 3, .X;. Estos coeficientes o pardmetros pobla-
cionales son desconocidos, y tendremos que utilizar los datos disponibles de ambas
variables para estimarlos. Estimados los coeficientes por alguna técnica estadistica, nos
referiremos a ellos por « BO, Bl ». Esta notacion resulta muy conveniente y comoda puesto
que simplemente observando si lleva o no acento «*» sabremos si nos referimos al
coeficiente muestral o al poblacional. Diremos que estos coeficientes estimados serdn
los homologos muestrales de los coeficientes poblacionales, Sy, 5. Con ellos podremos
explicitar la estimacion de la (FMR) funcién de regresiéon muestral Bo + BlX 1, que asi
mismo es homologa a la funcién de regresion poblacional 5y + £1.X;.
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A partir de la FRM podemos obtener Y;, que denominaremos valor estimado de «¥;»
dado el valor que toma X;;. También puede considerarse que Y; es el valor de prediccion
de Y; a partir de la recta de regresion estimada (es decir a partir de la FRM). La diferencia
entre el valor observado y el valor estimado o previsto se denomina residuo de la
regresion

gz‘:Yz‘—ﬁ:Yi—<Bo+BlX1i>, (2.5)

que es el homodlogo muestral del término (poblacional) error ¢;. Obsérvese que la
Ecuacién (2.5) nos permite descomponer el valor observado como la suma del valor
estimado (valor de prediccién) y el residuo:

Y :BO+BIX1i+éi =Y + 4. (2.6)

Lo mismo sucede si consideramos £ variables explicativas de la variable dependien-
te,
Y =0+ 51 X1+ B Xo+ ...+ 5 Xi + & (2.7)

En este caso la variable a explicar depende, y por tanto, varia en funcién del valor que
tomen varias variables. Algo que, por otra parte, es perfectamente esperable para las
variables de naturaleza econdmico-empresarial.

Entendemos que la aproximacién que hacemos a la funcion de esperanza condicionada
es una especificaciéon del modelo que se hace mediante una funcién lineal que recoge k&
variables explicativas, ademds de una constante o intercepto:

ElY | X1, Xa, .., X ] = Bo + 51.X1 + BoXo + ... + B X
Re-escribimos esta relacion lineal de forma mas compacta. Sea el vector

1
X4

y el vector coeficientes poblacionales

Bo
B
B=| b

B
de modo que si efectuamos el producto x’'3, donde la «’» indica la transpuesta del vector
o matriz afectados por «’», se obtiene una forma mas compacta de escribir la ecuacién

anterior
E[Y |X1, XQ, ,Xk] = X//B.
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El método de los minimos cuadrados localiza el vector

ﬁ = (BO?BD "'?6745)/

que minimiza
ming : E [(Y - x’ﬁﬂ (2.8)

El vector de coeficientes que resuelve el problema serd aquel vector que satisfaga las
condiciones de primer orden de derivadas parciales nulas.

Desarrollamos el cuadrado y calculamos la esperanza

E [(Y . x’ﬁ)Q] —E(Y?) - 28R (xY) + B'E (xx') 8.

A continuacién derivamos respecto de las variables que estan en el vector de coeficientes
e igualamos todas a cero:

0= %E (v =%

Para hacer esta derivada vectorial conviene desarrollar los productos B'E (xY) y B'E (xx') 3,
y luego derivar respecto de los elementos del vector columna 3, o alternativamente
utilizar las técnicas de derivaciéon matricial. El resultado serd un vector columna, que
como hemos dicho, igualamos al vector columna 0, para obtener la condicién necesaria
de minimo.

0 =—2E (xY) +2E (xx') 3

que resolviendo arroja el vector poblacional que minimiza E [(Y — x/8)’]

8= [E (xx)] "E(xY).

Varias observaciones son importantes:

¢ Esta expresion que resuelve el problema de minimizacién es poblacional, y no
muestral (por ello no lleva ningtn tipo de acento superior).

e El término E (xx') es una matriz de orden K x K y el término E (xY") es un vector
de orden K x 1, por lo que B es un vector columna bien definido como producto.
K es el namero de filas del vector 3.

¢ Para que exista un tinico vector solucién 3, es necesario que exista la inversa de la
matriz E (xx').

El modelo (2.7) no es observable directamente puesto que solo tenemos acceso a una
muestra y no a la poblacién. Siempre podemos definir el modelo estimable a partir de

A~

£ =Y, — Y, luego
Y=Y, + ¢, (2.9)
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Figura 2.1: Gréfico de contorno de SCR(f, 52))

El objetivo es localizar los pardmetros que permiten minimizar la suma de los cuadrados
de los residuos, es decir

n n R 2 n . . R N 2
min £ =Z<Yi—Y;> ZZ (Yi—ﬁo—BlXu—52X2i—----—5kaz‘> .
Bo,81;--,8k P P P
(2.10)

Conviene observar la similitud entre esta expresion muestral del proceso de minimiza-
cién y la minimizacién de la expresiéon poblacional equivalente (2.8).

Se trataria de buscar entre todos los posibles vectores de 3, aquel vector que haga
minima la suma

n n
SCR(B) =D & = (i —xp)"
i=1 =1
donde observamos que la suma cuadrética residual (SCR) es funcién de 3, pues-
to que lo demads son datos observados. Dada una coleccion formada por b vectores
By, ---» B, tendremos una coleccién de sumas cuadraticas para cada correspondientes
SCRy, ..., SCR). Optaremos por aquella que sea minima. En particular la Figura (2.1)
muestra una grafico de curvas de nivel donde cada curva de nivel SCR toma un valor
constante a lo largo de la curva. En este caso, a medida que nos acercamos al punto in-
dicado con la flecha los valores de la curva de nivel son cada vez més bajos. En el limite,
el minimo de ellos se obtiene para la combinacién de valores ( By, Bs) correspondiente al
estimador de minimos cuadrados ordinarios. En este caso parece dar un vector préximo

a (Bl = 2762 = 175)
El tratamiento gréfico no es, l6gicamente, el 6ptimo ni adecuado para resolver el pro-
blema (pese a ser instructivo). Utilizaremos en el calculo diferencial de varias variables
para resolverlo. Formalmente, el vector candidato a minimo se consigue derivando
respecto a cada pardmetro e igualando a cero. Operando se llega a k& + 1 ecuaciones
normales:

n . . R R n
> (Y= o= BiXs = BoXoi = o = BiXaa) = D& =0, (2.11)

=1

=1
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ZXM (Y; — Bo— BiXu — BaXo — oo — BkX/m> = ZXliéi =0, (2.12)
i—1 i=1
> X (Yi= o= BiXai = BodXoi = o = BiXaa) = D Xwgi =0, (213)
=1 i=1

que permiten deducir los k + 1 coeficientes o pardmetros de la regresiéon. La Ecuaciéon
(2.11) nos indica que la suma de los residuos es nula, por consiguiente su media también
loes (¢ = 0). Puesto que Y; = )A/z + £, y la media de los errores es nula, se dedgce que la
media de la variable dependiente observada y la estimada son iguales (Y = Y)).

A partir de la Ecuacién (2.11) dividiendo por n en ambas partes y realizando operaciones
sencillas se llega a

Y = 6o+ B Xy + BoXo+ o+ B Xp (2.14)

Se observa que cuando la regresion pasa por las medias de las variables independientes,
los errores se anulan (la relacién es exacta en las medias).

En ocasiones resulta operativo considerar el mismo modelo pero centrado resepecto
de sus medias. Para ello, si centramos en torno a su media a la variable dependiente
Y;:

Yi-Y =5 (Xu — X1) + 32 (X2i - X2) + .ot B (le' - Xk:) + & (2.15)

Si realizamos los cambios, y; = Y; — Y y 23 = Xy — X, entonces
Yi = By + Boas + oo + Brns + &5, (2.16)

donde se ha cancelado el término constante ;. La estimacién minimo cuadréatica en
desviaciones respecto de las medias es

Ui = leli + 3251722' + ...+ Bkﬂﬂm (2.17)

A partir de las ecuaciones normales (2.11) a (2.13) se despejan los parametros 3;.

A estos mismos estimadores también llegamos si derivamos vectorialmente

n

SCR(B) =) (i —xB)"=> Y2 —28> (xY)+8 ) (xix})B
=1 =1 =1

1=1
y posteriormente igualamos a cero, es decir

0= %SCR(ﬁ) = 2> (xY) +2)> (xx)) B
=1 =1

ya que esta ecuacion vectorial define justamente al sistema de ecuaciones normales,
como podemos facilmente comprobar

n n

YY) =) (xx)B

i=1 i=1
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Podemos resolver el sistema por Cramer simplemente usando la inversa de la matriz

n
> (x;x}), es decir

=1

Buco = [Z <xix;>] [Z (x:Y)

i=1 i=1

Esta expresion es equivalente a la siguiente:
Buco = (X'X) ' X'y. (2.18)

donde ,@ Mmco es el vector columna de los pardmetros estimados { BO, Bl, Bg, e Bk}

Resulta ilustrativo fijarse en la analogia entre el vector soluciéon poblacional y el muestral.
Observemos que la solucién poblacional es

B =[E(xx)] " E(xY)

que hemos obtenido por un proceso similar de minimizacién de E [(Y — x’ ,6')2] . Mien-
tras que la solucién muestral es

Buco = (X'X) ' X'y

que se ha localizado minimizando la SCR(8) = 3_ (V; — x,3)>. En la muestra se plantea
i=1
que para cada n:

Vi =x18+¢e
Y = x50 + &
Y, =x,0+ ¢,
Si definimos
X
X = X
o

entonces
X’z(xl X9 ... xn)

y serdn unas matrices de dimensiones n x (k+1) y (k+1) x n, respectivamente. Podemos
comprobar:

* (a) que el producto x;x; es una matriz de dimensiones (k + 1) x (k + 1),

* (b) que cada matriz x;x; estd formada por los (k + 1) x (k + 1) productos de la
forma (zjxs),7,s =0,1,..k,
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* (c) que la expresion ) | (x;x}) es por tanto la suma en i de los productos cruzados
=1

(xjixsi) 7j7 s = 07 17 L) ki

* (d) que dichas sumas estan precisamente recogidas en cada una de las posiciones
de la matriz X'X, la cual es también de dimensiones (k + 1) x (k + 1).

* (e) que la expresion ) (x;Y;) es por tanto la suma en ¢ de los productos cru-

i=1

zados (z;;Y;),j = 0,1,..,k, y que estan recogidos en el producto X'y, donde
/

y=(% Y .. Y,)

En general las caracteristicas algebraicas del estimador MCO son las siguientes:
n A
* (> 9:é; =0),laestimacién de la variable regresada «Y;» y los residuos «&;» no
i=1

estan correlacionados, lo que implica que su covarianza es nula [cov (Y, é) = 0]

> g =y'e=bX'(y — Xb) =
i=1

= b Xy - bX'Xb=bXy - b'X'X(XX)'X'y=0
* Las variables independientes «X;;» y los residuos «£;» también estan incorrelacio-

nados [cov (X1, €) = cov (X3, €) = ... = cov (X}, &) = 0]

X'é =X'(y — Xb) = X'y - X'X(X'X) X'y =0

e var (Y;) = var (17, + é,-) = var (ﬁ) + var (&;)
var(y) = var(y + €) = var(y) + var(€) + cov(y, €) = var(y) + var(€)

donde la ultima igualdad se debe a que como hemos visto la covarianza es nula.

Esta dltima descomposicion se utilizar para la elaboracién del denominado R-cuadrado.
El coeficiente de determinacion o R? es una mera medida bondad del ajuste minimo
cuadrético. Existen otras mejores que requieren andlisis estadistico (y no algebraico
como en este caso):

, var (ﬁ) _ o var (&) . SCR

i= var (Y;) var(Y;)) = SCT (219)

donde SCT es la suma cuadratica de la variable dependiente en desviaciones a las
medias, SCE es la suma cuadratica de la variable estimada en desviaciones a las medias
y SCR es la suma cuadrética de los residuos estimados

En efecto, a partir de la definicién de varianza podemos escribir

n 4 n <
=1 1=

Lo B T , 1
E;(Y%—Y) :_Z<Y;—Y> +—Zs?:ESCE+ESC’R:ESGT, (2.20)
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La suma cuadrética total es

SCT =3 (Y~ Y) = 3 (V2 + V2 - 27'Y))
=1 i=1

=3 V2+nY?2-2Y 3V, =Y Y2+ nY?-2Yn (n‘leZ) (2.21)
' ' i=1

i=1 =1 i=1

=Y 4+nY?2-2Y?=3Y?-nY?2=y'y —nY?%
i=1 i=1

A partir de la suma cuadrética de los residuos y, teniendo en cuenta la forma matricial
de las ecuaciones normales, tenemos que

SCR=Y & =¢¢=y'y —2y'XB + BX'X/3
=1

=y'y —2y'’XB + B Xy o (2.22)
=y'y — 208Xy + X'y puesto que y'X3 = 8'X'y
=y'y - BXYy.

Sustituyendo (2.22) y (2.21), obtenemos la expresiéon matricial del coeficiente de deter-
minacion i )
R2 — SCT—_SCR _ (Y’y—nYZ)—(Yiy—B’X’y)
e y'y-ny? (2.23)
_ BX'y—nY?
T yly-nY?

que es la expresion matricial del R-cuadrado.

Una desventaja del R-cuadrado en el contexto del modelo de regresién multiple es que
a medida que aumentamos el nimero de regresores X ; el coeficiente de determinacién
«R?%» necesariamente aumenta salvo que el coeficiente estimado sea exactamente nulo.
Debido a esto, un incremento del R* no significa necesariamente que afiadir una nueva
variable realmente haya mejorado la calidad del ajuste de nuestro modelo. En realidad
incluso si la nueva variable incluida en el modelo mejora nuestro ajuste, sabemos que
necesariamente el R? de la nueva regresion estara artificialmente «inflado» por el mero
hecho de incorporar un nuevo regresor. Por este motivo se utiliza el R? corregido, que
ajusta por el niimero de coeficientes estimados y cuya definicién es

— SCR/p_—1 52

wrn ~ T (2.24)

donde se divide la suma cuadratica de los residuos por «n» menos el nimero de
pardmetros estimados «k+1», es decir, por «n -k — 1»; y la suma cuadratica total se
divide por «n — 1». «6?» es un estimador insesgado de la verdadera varianza de los
residuos, «o? » y «S%» es la varianza muestral de «Y».

En las ciencias sociales y particularmente con datos de seccién cruzada, los R-cuadrado
bajos en los modelos ajustados no son infrecuentes. Un R cuadrado aparentemente bajo
no significa necesariamente que una ecuacion de regresién estimada por MCO sea inttil.
La capacidad de estimacion de los efectos parciales de las variables explicativas sobre la
variable dependiente no depende directamente del tamafio de R-cuadrado. Recordemos
que el R-cuadrado es simplemente una estimacién de cudnta variacién en Y se explica
por x1, x2, ..., xk en la poblacion.
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2.3 Valor esperado y varianza del estimador MCO

En el apartado anterior se ha visto una técnica de estimacién del vector de pardmetros
del modelo de regresion lineal multiple. Naturalmente esta no es la tinica técnica
estadistica disponible, sin embargo hay motivos que nos hacen pensar que es bastante
buena si se cumplen ciertos requisitos que se exploran en este apartado. A partir de una
muestra podremos, sin requerir especiales requisitos técnicos, lograr un vector B.Lo
verdaderamente importante serd conocer si dicho vector estimado es ttil para saber los
efectos parciales (poblacionales) que tienen cada una de las variables sobre la variable
estimada. Recordemos que estos efectos parciales recogen la nocién ceteris paribus
(control por varios factores). En efecto, los pardmetros 3; son los efectos parciales o
efectos ceteris paribus de un cambio en la variable asociada al parametro, es decir, X;.
¢En qué condiciones esta interpretacion de los pardmetros es correcta? Es decir, en
un contexto no experimental (donde no controlamos los demads factores distintos del
j-ésimo), ;como es factible actuar como si de un experimento controlado se tratase?
Pues bien, bajo ciertos supuestos este objetivo es realizable.

Al conjunto de supuestos que nos conducen a una serie de propiedades deseables
como la que hemos indicado, completan lo que se denomina el modelo de regresién
lineal multiple. Y se convierte por este motivo en la piedra angular de gran parte de
la teoria econométrica, ya que plantea los supuestos poblacionales necesarios para
que los estimadores muestrales (funcién de regresiéon muestral) cumplan una serie de
propiedades deseables respecto de los verdaderos valores poblacionales (dados en la
funcién de regresion poblacional).

Supuesto 1. Linealidad en los pardmetros. El modelo poblacional puede escribirse como

Y = Bo + 51X + BoXoi + .o+ B Xy + &,

donde e;,1 =1, ...,n es la sucesion de términos error de cada una de las observaciones.

Este supuesto indica que la poblacién es compatible con una explicacién lineal en la
que el modelo estimado podra diferir del modelo poblacional. La linealidad es respecto
a los pardmetros f3;,j = 0, ..., k, y por tanto no en las variables. Este hecho da bastante
flexibilidad puesto que permite que las variables del modelo puedan ser funciones no
lineales de variables subyacentes econémicamente interesantes.

Supuesto 2. Muestra aleatoria. Tenemos una muestra aleatoria de n observaciones obtenidas
del modelo poblacional del Supuesto 1:

(X1i7 XQZ‘, ceey in, Y;),Z = ]_, ..., . SON 1.0.d.

La muestra de datos que tenemos estd formada por observaciones tomadas de modo
que sean independientes unas de las otras y estén distribuidas idénticamente (provengan
de la misma distribucioén conjunta). Este supuesto indica que las observaciones estdn en
condiciones de asemejarse a una muestra aleatoria simple.
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Supuesto 3. No multicolinealidad perfecta .

E(x;x;) > 0, es decir, es una matriz definida positiva

donde X; = (X1i7 anz)/

El supuesto de no multicolinealidad perfecta permite que las variables independientes
estén correlacionadas, pero no admite que estén exacta o perfectamente correlacionadas.
Se trata de un requisito técnico que nos permitira hacer la estimacién MCO. Intuitiva-
mente nos indica si una variable explicativa es una funcién lineal de otros regresores,
en cuyo caso no se podrian calcular los coeficientes por MCO. Recordemos que una
matriz A es definida positiva si para cualquier vector no nulo a, se tiene que el esca-
lar a’Aa > 0. En este caso el supuesto implica que no existe ningtin vector a, tal que
a'x; = 0, ya que a'E(x;x})a = E(a'x;x/a), y dado que (a'x;x/a) = 3" (a'x;)” solo puede
ser nulo o positivo; con lo que el supuesto excluye la nulidad. Otra forma de enunciar
este supuesto es indicando que la matriz X es de rango completo.

En la préctica, la multicolinealidad perfecta aparece por problemas con el conjunto
de datos que estamos manejando. Algunos de los motivos més habituales son los
siguientes:

¢ Incluir el mismo regresor dos veces.

¢ Incluir un regresor que por confeccién de la base de datos esta definido como una
combinacién lineal de otros regresores incluidos.

¢ Incluir una variable dummy (veremos mds adelante que se trata de variables que
valen o «cero» o «uno») y su cuadrado.

¢ Estimar una regresion sobre una submuestra en la cual una variable es o bien
ceros o bien unos

¢ Incluir una variable dummy de interaccion que arroja todo ceros.

¢ Incluir més regresores que observaciones

Obsérvese que la multicolinealidad no-perfecta o quasimulticolinealidad no viola nin-
guno de los supuestos, pero cuando la dependencia entre dos regresores ses aproxima a
uno, entonces la varianza puede hacerse realmente grande, lo que implica una mayor
varianza en el estimador de parametro. Por tanto, cuando los regresores son altamente
dependientes es estadisticamente dificil distinguir el impacto de f3; del de cualquier
otro 3. Decimos que la precisién del estimador individual se ve reducida.

No esté definido cuando la multicolinealidad es realmente un problema, es decir; no hay
una regla fija o comtinmente aceptada sobre la importancia del problema. En todo caso y
a efectos practicos cabe decir que lo mejor es que la relacion entre las variables regresoras
sea pequefia, y que cuantas més observaciones tengamos mejor. Las soluciones no son
taciles. Aumentar el tamafio muestral recogiendo mds datos sin duda ayudard, pero en
ocasiones esto no estd en la mano del analista de datos. Sustituir variables colineales
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por variables proxies puede ser una solucién en algunos casos. Eliminar variables del
modelo entrafia bastantes riesgos pues como veremos mds adelante puede invalidar
directamente el modelo.

Supuesto 4. Exogeneidad . El valor esperado del término error es nulo para cualesquiera
valores de las variables independientes

E(e]x;)=0,i=1,2,...,n.

Este supuesto central indica que el valor medio de las variables incluidas en el error es
el mismo independientemente los valores que tome el vector x;, es decir no varfa con
los niveles que tomen las variables explicativas. Por este motivo cuando el supuesto
de exogeneidad se satisface, decimos que el error, €, es independiente en media de x.
Y ademas, siempre que el modelo incluya una variable constante, el valor medio sera
nulo.

Puede resultar til pensar que en un experimiento controlado, la asignaciéon de una
determinada medida (por ejemplo, dar un tratamiento) a un sujeto se hace aleatoria-
mente de modo que el tratamiento esté administrado se distribuya independientemente
de las caracteristicas singulares del sujeto. En el analisis de regresiéon nuestro objetivo
es modelizar la media condicionada, las variables en x no necesitan estar distribuidas
independientemente de todos los factores que dejamos en el error . Sin embargo si es
necesario que la media € no esté relacionada con x, es decir, E (¢;| x;) = 0.

Si la media condicionada de una variable dada otra es nula, entonces ambas variables
estan tienen covarianza nula y estan por tanto no correlacionadas, es decir corr(e;, x;) =
0. Esto indica que no hay asociacion lineal, y que en caso de que la hubiera, entonces el
supuesto de exogeneidad seria violado.

Este supuesto no se satisface, por ejemplo, cuando omitimos en el error (por los motivos
que fuere) alguna variable que esté correlacionada con alguna(s) de las variables inclui-
das en el vector x. Hay otros motivos también importantes que producen la violaciéon
del supuesto de exogeneidad, y que serdn tratados en otros temas. En todo caso, cuando
se satisface este supuesto diremos que las variables explicativas contenidas en el vector
X son exogenas.

Es importante observar que cuando se cumple el supuesto se tiene

ya que
E(Y[x;) = E(Bo+ X1+ BoXoi + .. + B Xy + &0 [ xi)
== 6() + BIE (Xh ’ Xi) + BQE ()(2Z | Xi) + ...+ BkE (X]W | Xi) + E (51' ‘ Xi)
= Po+ 01Xy + B Xo + .+ B Xy
Y por lo tanto si se cumple el supuesto (junto con los anteriores) los coeficientes f3;, j =

0, ..., k recogen el efecto causal y efecto ceteris paribus de la variable X; sobre el valor
esperado de Y.
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Otra consecuencia directa del supuesto de exogeneidad es que
para comprobarlo basta aplicar la Ley de las Esperanzas Totales

E(e;)) = E[E(e; | x;)] = 0.

Estos cuatro supuestos nos facilitan comprobar que el estimador MCO del vector de
pardmetro del modelo es un estimador insesgado.

TEOREMA. INSESGADEZ DE LOS PARAMETROS MUESTRALES.
Bajo el supuesto de esperanza condicionada nula de los errores, los
estimadores muestrales MCO son insesgados:

E (Bj) =B, j=1,2 ...k (2.26)

E(%X) =8 (2.27)

La primera ecuacién del teorema indica que el estimador MCO es insesgado, es decir,
que estéd centrado en torno al verdadero valor ;. La segunda ecuacién indica que el
estimador es insesgado para cualquier realizacién de la matriz de regresores X.

La demostracién es la siguiente:

b := Buco = (X'X) ' X'y = (X'X)'X'(X3 +¢)
= (X'X)'X'(XB + ¢)
=B+ (X'X) ' Xe;
haciendo la esperanza condicionada por X, se tiene
E(b| X) = E[B+(X'X)'X'e | X]
— E[B | X]+E[(X'X)'X'e | X] (recuérdese que 5 no es aleatorio, por tanto)

= B+ (X'X)'X'E[e | X]
= B+ 0= 3 (por el supuesto de exogeneidad).

Por otra parte, la Ley de las esperanzas totales indica que E[E(b | X)] = E(b), por lo
que

E(b) = 3.

El estimador MCO, como vector aleatorio, del mismo modo que podiamos calcular su
esperanza condicionada, también serd susceptible de tener una varianza condicionada.
Consideramos ahora dicha varianza.
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Observamos inicialmente que la matriz de varianzas del vector error de regresion € es
la matriz n x n siguiente:

Yo = E(e€' |X),

donde el elemento i-ésimo de la diagonal principal es

E(e} [xi) = o}

7

que es la varianza de ¢;, mientras que los elementos fuera de la diagonal de la matriz
YeerSON
E(eig; 1X) = E(ei [xi)E(g; [x;) = 0,

al ser independientes (por el supuesto de muestra aleatoria) las observaciones j e
i-ésimas.

La varianza condicionada del estimador MCO, (X'X) ' X'y = A’y, donde definimos
A(X) = X(X'X) ™! serd entonces

var <B|X> = var (A'y |X)
= var (A’e |X)
= A'X. A
(X'X) ™ (X'BeeX) (X'X) L.

Donde apreciamos la dependencia de la varianza condicionada respecto de la matriz de
varianzas y covarianzas del término error. En este caso, serd una matriz de la forma

o2 0.. 0
Yeer =E(e€' |X) = .o
0 0. o2
que nos indica que los errores son heterocedasticos. Alternativamente, si los errores
fueran tales que 03 = 03 = ... = 02 = ¢?, diriamos que los errores son homocedasticos,

algo verdaderamente infrecuente (y por tanto solo tedricamente interesante) en los datos
y modelos econémicos. En tal caso,

Yieer = = 0217

0 0.. o2

y la varianza condicionada del estimador MCO bajo homocedasticidad seria

var (B |X) =2 (X'X) 7. (2.28)

Homo

Tanto del caso heterocedéstico como del homoceddstico apreciamos que la varianza

del estimador del pardmetro j3;, digamos oé, serd menor cuanto mayor sea la varianza
J
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de la variable X; y cuanto menor sea la varianza del error ¢7. Por tanto, de cara a la
precision de las estimaciones realizadas por MCO respecto de las pendientes, preferire-
mos variables explicativas que tengan bastante variabilidad. Una forma de aumentar
la variabilidad en las variables independientes es incrementando el tamafio muestral
cuando esto es posible.

En todo caso sera necesario estimar adecuadamente 7. Al fin y al cabo este parametro
mide la variacién de la parte no explicada del modelo. El método de los momentos nos
conduce a un estimador muestral obvio a partir de los residuos del modelo ¢;

~ 1
2 = E 22
o - E;
En el modelo de regresiéon esta suma de cuadrados es, donde definimos M := I, —
X(X'X)"'X"y aplicamos las propiedades de la traza:
1 1 1 1
—¢'é = —e'Me = —tr(e'Me) = —tr(Meé'e).
n n n n

La esperanza condicionada entonces sera

E(o2X) = %tr(E(Ms’dX)):%tr(ME(e’e]X))

1
= —tr(MZ.e
b )

que en el caso de ser un error homocedastico se reduce a

-~ 1 1 1
E(o?|X) = Etr(MUQI) = EJ%T(M) = 502(71 — K)

donde usamos ¢r(I, — X(X'X)'X') = n — K. Por tanto el estimador insesgado de la
varianza de los errores en caso de homocedasticidad seria

szzn_lKZé?.

En el caso heteroceddstico lo veremos en otro apartado del temario de la oposi-
cién.

2.4 Eficiciencia

Aunque hemos dicho que la homocedasticidad es la excepcién, hay un resultado que es
interesante en si mismo y se conoce como Teorema de Gauss-Markov:
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TEOREMA DE GAUSS-MARKOV

Bajo los supuestos 1, 2, 3, 4 y considerando que los errores son ho-
mocedésticos, el estimador MCO es eficiente respecto de la clase de
estimadores lineales insesgados. Esto es, para cualquier estimador
insesgado /3 lineal

var(8 | X) > var(b | X) = 0?2 (X'X)"",.

donde b := B Mco Y B es un estimador diferente del MCO

Demostraciéon: Podemos escribir 3 = Cy dado que es lineal en y, donde C es una matriz que
posiblemente es funcién de X. Sea la matriz diferencia D = C — A, donde A = (X'X) X/,
entonces

B =D+A)y =Dy+Ay
= D(XB+e)+ A(XB +¢€)
= DX3+ De + B+ Ae [porque AX = 0]
= B+ DXB+ (D + A)e [dado que hemos reordenado].

Por tanto, la esperanza de 3 condicionada a X seré
E(B |X) =E(B8+DXB+(D+A)e|X)
= B+EDXE | X)+E(Ce | X)
= B+DXB+CE(e | X) [Cy D son funciones de X]
= B+ DX [por el supuesto de exogeneidad].

Ahora bien, dado que el estimador B debe ser, por el enunciado del teorema, insesgado, entonces
ha de suceder que la matriz D sea tal que DX = 0. Asi el estimador puede expresarse

B =pB+Ce,
porlo que B — B = Ce, y por tanto su matriz de varianzas y covarianzas condicionada sera
var(3 | X) =E[(3-8)(B-5) |X]
= E[(Ce)(Ce) | X]
= CE[e¢’ | X]C" [porque C es funcién de X]

= (D+A)PI(D+A) [pordefinicién de C y por homocedasticidad]
= o’ (DD'+AA'+AD’' +DA’).

La matriz cuadrada producto DA’= DX (X'X) "= 0 dado que, como se ha comprobado, D
es tal que DX = 0; asi, (DA’)’= AD'= 0. Por otra parte es inmediato obtener que el producto
AA’ = (X’X)"!, por lo que

var(3 |X) =o? (DD’ +(X'X)™")
> o2 ((X’X)_l) [dado que DD’ es semidefinida positiva].

El teorema de Gauss-Markov ofrece claramente una justificaciéon adicional para el uso
de MCO. Sin embargo, el teorema tiene dos limitaciones severas. La primera es que los
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supuestos bajo los que es cierto pueden facilmente no satisfacerse en la préctica. Si el
término error es condicionalmente heteroceddstico, como ocurre en la mayoria de las
aplicaciones en economia, entonces deja de ser el eficiente entre los lineales e insesgados.
Como hemos dicho anteriormente, en el caso de tener errores heteroceddsticos, si
utilizamos errores estdndar que fueran robustos a la heterocedasticidad, algo que se
trata en otro tema, podremos realizar con garantias inferencias, pero entonces MCO ya
no es el estimador 6ptimo (més eficiente). La segunda limitacion es que incluso si las
condiciones del teorema se cumplen, existen potencialmente otros estimadores que son
no lineales e insesgados que podrian ser mas eficientes que los MCO. Asi pues la clase
de modelos en los que es aplicable esté restringida a regresiones homocedasticas y la
clase de estimadores potenciales esta restringida a estimadores lineales insesgados. Esta
altima restriccion es particularmente insatisfactoria ya que no existe una motivaciéon
clara para centrarse en estimadores lineales.

De hecho es posible demostrar (si bien esté4 fuera del alcance técnico de estas notas)

TEOREMA DE GAUSS-MARKOV GENERAL
Bajo los supuestos 1, 2, 3, 4 y considerando que los errores son homo-
cedasticos, si E(3 | X) = 3, entonces

var(B | X) > var(b | X) = o (X'X)"",.

donde b := Byco y B es un estimador diferente del MCO

Obsérvese que no se requiere que el estimador sea lineal.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Predicciéon. McGraw Hill

Stock J. and Watson J. Introduccion a la econometria. Pearson.
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Analisis de regresion con datos de seccion cruzada II

Este tema estd elaborado como una adaptacién de los capitulos 4 y 5:
Wooldridge. J. 4th Ed., Introductory Econometrics.

Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Distribucién en el muestreo de los estimadores MCO.

Intervalos de confianza y contrastes de hipoétesis.

¢ Comportamiento asintético del estimador minimo cuadratico.

Consitencia.

Normalidad e inferencia asint6tica MCO.

Eficiencia.

El objeto ahora es hacer inferencia sobre los pardmetros poblaciones. Sabemos que bajo
ciertas condiciones (supuestos del tema anterior) relativamente bastante generales, el
estimador MCO es insesgado y sabemos cudl es también su varianza condicionada, la
cual tiene ciertas propiedades de optimalidad. Sin embargo, esto no es suficiente para
conocer la distribucién muestral de dicho estimador.

A los efectos de obtener la distribucién muestral tenemos varias alternativas. Vamos
a trabajar con dos posibles soluciones. La primera consiste en estudiar la distribuciéon
muestral del estimador MCO para cualquier tamafio muestral. Veremos que esto supone
aumentar el nimero de supuestos del modelo, y por tanto perder se pierde generalidad.
Alternativamente, la segunda solucién es trabajar con resultados asintéticos, es decir,
resultados que se alcanzan a medida que aumenta el tamafio muestral. Como veremos
esta segunda alternativa requiere menos supuestos y por tanto es mas general. En los
primeros dos apartados trataremos la distribucién muestral, mientras que los restantes
apartados estaran dedicados a la distribucién asintoética.
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3.1 Distribucién en el muestreo (muestral) de los estimadores MCO

SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL NORMAL. Las ob-
servaciones (Y;,x;), i = 1,2, ..., n, satisfacen la ecuacién lineal de regre-
siéon
LINEALIDAD

Y, = X8 +e.. (3.1)

MUESTRA ALEATORIA

(Xh‘, XQZ‘, ceey th Y;),Z = ]_, ..., son 1.0.d.

EXOGENEIDAD
NO MULTICOLINEALIDAD PERFECTA

E(XZX;) > O, donde X; = (XOi7X1i7 ceey sz)/ (33)

NORMALIDAD Y HOMOCEDASTICIDAD CONDICIONADA
2 .
Ei‘XiNN(O,O' ),zzl,...,n. (34:)

Estos supuestos implican que
Y;|xi = x;8+ N(0,0%).

Desafortunadamente cuando trabamajos con variables econémicas y sus relaciones,
tenemos pocos argumentos para considerar que la variable econémica Y se distribuya
como normal. Tampoco es realista considerar, como dijimos en el tema anterior, que los
errores del modelo lineal sean homocedésticos. Desde este punto de vista, este apartado
debe entenderse como un ejercicio instrutivo y diddctico para llegar a resultados mas
realistas que veremos en los dos tltimos apartados de este tema.

Desde el punto de vista técnico, sin embargo, nos resulta muy cémodo trabajar con la
normalidad. Los resultados se simplifican bastante. Asi por ejemplo, se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién. Bajo los supuestos del Modelo Regresion Lineal Normal, resulta que:
b| X ~ N(B,0*(X'X)™)

Xb| X ~ N(XB,o°P)
el X ~ N(0,0°M) (3.5)

donde b= I@]v[co; e = ¢; P = X(X’X)*IX/; M=I-P

Demostracién: La primera expresion se obtiene al aplicar el Teorema 2.3 y la Ecuacion (2.28). La
segunda es evidente a partir de que E(Xb| X) = XE(b| X) = X3. La expresion de la varianza
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se obtiene

var(Xb| X) = var(X(X'X) X'y | X) (3.6)
= var(Py | X) por definicién P
= Pvar(y | X)P' alser P dada

= Po’LP’
= o’P (P =P, yPesidempotente)
= *X(X'X) X'

Finalmente, dadas las propiedades de la matriz M y su relacién con la matriz P, se tiene que
e = Me, por lo que es inmediato comprobar que E(e | X) =E(Me | X) = ME(e | X) = 0. La
varianza la deducimos a partir de

var(e| X) = var(Me | X)
= E(Mee'M | X) (por E(Me | X) = 0y las propiedades de M)
= ME(ee' | X)M (al ser M es funcién de X)
= Mo’IM (por el supuesto de homocedasticidad)
= o’MM (al ser o un escalar y por la propiedad de la matriz I)
oM (por la propiedad de idempotencia de M), (3.7)

Podemos incluso derivar la distribucion de s* a partir del supuesto de normalidad
de los errores. Para ello recuérdese que €'e = ¢'Me. De acuerdo con el supuesto
de normalidad de ¢, se tiene que ¢/0 | X ~ N(0,I,). Consideremos por tanto el
producto ‘Z/—Qe = %/Mi La matriz proyecciéon M es idempotente. Por tanto el dltimo
producto representa una forma cuadrética que estd sumando el cuadradado de variables
normales independientes, siendo la suma ponderada por una matriz idempotente.
Sabemos que una suma, en este caso ponderada por la matriz M, de variables normales
independientes es una distribucién y? con grados de libertad igual al rango de la matriz
M. También sabemos que traza(M) = rango(M) siempre que M sea idempotente. En
consecuencia, y dado que traza(P) = K, se tiene que 28 ~ y?(n — K), es decir, una
chi-cuadrado con n — K grados de libertad. A partir de aqui se tiene:

Proposicién. Bajo los supuestos del Modelo Regresion Lineal Normal,

resulta que
1

n—K

52N

o? ~x*(n — K). (3.8)

Por un lado observamos que los grados de libertad estan en sintonia con el hecho de
que utilicemos los residuos, y no los errores, para estimar la varianza. Si pudiéramos
observar los errores del modelo, y dado el supuesto de normalidad de estos, se tendria
que £~N(0,I,,) y en consecuencia %/g se distribuiria como una chi-cuadrado con n
grados de libertad. Por otro lado, esta proposiciéon establece que las distribuciones
marginal y condicionada de s* son idénticas dado que la distribucién de s* dado X no
depende de X. Sin embargo, esto no ocurre con las distribuciones de b, Xb y e.
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3.2 Intervalos de confianza y contrastes de hipétesis (en el Modelo Regre-
si6n Lineal Normal)

Consideremos inicialmente que estamos interesados en uno de los coeficientes de la
regresion poblacional, por ejemplo y sin pérdida de generalidad, g;. Es muy posible que
dicho interés esté motivado en que la propia teoria econémica indique la relevancia o el
interés de que dicho coeficiente tome un valor en concreto. Por ejemplo, la teoria podria
indicar una restriccion de la forma 5, = 1. La estimacién MCO de dicho coeficiente
serd by. La probabilidad de que b, = 1 es cero, si bien la insesgadez del estimador
nos garantiza que, en media y bajo los supuestos establecidos, serd 1 si el pardmetro
poblacional lo es. Parece entonces razonable la decisioén de no rechazar que la restricciéon
sea cierta por el hecho de que la estimacion no es idéntica a la unidad. Para tomar una
decisién en ese sentido serd necesario establecer cuando la discrepacia o error muestral
(esto es b — 1) es «tan grande» como para no dar por cierta a la restriccién. Para saber
si es «muy grande» o no, bajo ciertas circunstancias, es posible construir un intervalo de
confianza o un test estadistico cuya distribucién sea conocida cuando la restriccién (o
hipétesis sobre la poblacién) es cierta. Este test o contraste nos permitird decidir sobre
si la estimacion para nuestra muestra, esto es, b, estd cerca (en términos estadisticos)
del valor hipotético previsto por la teoria, es decir en este caso, 1. La restriccién a ser
contrastada se denomina hipétesis nula y se denota habitualmente por H,. Bajo la H,
junto con el conjunto de supuestos mantenidos en lo que denominamos modelo de
regresion lineal normal, es posible obtener un contraste o test estadistico de distribucién
conocida.

El test estadistico es también una variable aleatoria que se distribuye segtin una dis-
tribucién conocida cuando la hipétesis nula es cierta. Si el valor empirico que toma el
test para una muestra concreta es un valor que aparece frecuentemente de acuerdo a
la distribucién del estadistico bajo la H, entonces el test o contraste decimos que no
da muestras de ir contra la hipétesis nula, y por tanto no rechazariamos dicha H. Lo
contrario sucederia, esto es rechazariamos Hy, si el valor que tomara el contraste fuera
un valor extremo, es decir un valor que en raras ocasiones aparece en la distribucién
prevista bajo la hipétesis nula.

En el caso que nos ocupa del Modelo de Regresion Lineal Normal, para desarrollar la
distribucién del error muestral observemos inicialmente cudl es su expresion, que por
conveniencia reescribimos a continuacién

b= (X'X)"'XE,

donde observamos que es una funcién de (X, e) y ademas es lineal en . Como ya
hemos indicado en el epigrafe anterior, bajo el supuesto de normalidad sobre el término
g,y dado que la combinacién lineal de distribuciones normales es también una normal,
el error muestral (errores de muestreo) también se distribuird como una normal. Por
tanto

(b—B) | X ~N(0,0%(X'X) ™), (3.9)

que, como vemos, hemos podido obtenerla sin especificar cudl es la distribucién conjunta
de (X, e).

Tema 3. Analisis de regresion con datos de seccion cruzada II



3.2. Intervalos de confianza y contrastes de hip6tesis (en el Modelo Regresién Lineal Normal) 5

3.2.1 El test o contraste exacto de la ¢

Es habitual que estemos interesados en contrastar una hipétesis determinada sobre
un coeficiente, digamos el coeficiente k, como en el ejemplo anterior. En ese caso la
hipétesis nula seria del tipo
Ho : B = 52;

donde f3) es cualquier valor que deseemos contrastar, por ejemplo, 37 = 0 constituye en
este caso la hipétesis nula H,. Una forma de entender esta hipotesis nula es considerarla
como una restriccion lineal sobre el modelo. La hipétesis alternativa es H : 3 # 5y, v
se hard a un nivel de significaciéon o determinado por el usuario.

A partir de la Ecuacién (3.9) podemos obtener la distribuciéon en caso de imponer la
restricciéon que queremos contrastar. Por simplificar la notacién nuevamente denotamos
al estimador MCO del pardmetro poblacional 3} por by, obteniéndose

(bx = B) | X ~N(0,0*[(X'X) i),
y entonces simplemente dividiendo por la desviacion estdndar se tiene la variable

2 = (be— B0 N(0,1),

Vo IXX)

cuya distribucién, por la forma en que la hemos construido, es la normal estdndar.

Por tanto, z;, podria ser utilizado como test estadistico para contrastar H,. Es decir,
podria ser utilizado para saber si el error muestral (b, — 37) es demasiado grande: esto
sucede si el valor de z;, para la realizacién que tenemos del modelo resulta incompatible
(por ser un valor extrafio de acuerdo a la distribucion prevista bajo la hipétesis nula)
para un nivel de significacién decidido anteriormente.

En cuanto al test conviene observar que su distribucién [N(0,1)] no depende de X,
por lo que la distribucién marginal (es decir, la distribucién no condicionada) y la
distribucién condicionada por X son la misma, pese a que z;, si dependa de X. Por lo
tanto, z; y X se distribuyen de manera independiente y, con independencia del valor
de X, la distribucién de z; es la misma y coincide por tanto con la no condicionada o
marginal.

Otro hecho a favor del test o contrastes (o ratio) tipo ¢ es que su distribucién es conocida.
En la préctica el cédlculo del test estadistico depende de un parametro desconocido o2,
por lo que sera necesario estimarlo previamente. Parece 16gico utilizar a tal efecto el

: 2 _ SCR __ ¢€e
estimador s° = 2= = =%,

En este ultimo caso deberiamos sustituir, en la expresion de z;, o por su version
estimable s?. El denominador ser4 ahora [var(b;)]'/? que ya definimos como «error
estdndar de b;». Sin embargo esta sustitucién va a cambiar la distribucién del test
dado que s? es funcién de la muestra y por tanto es una variable aleatoria (a diferencia
de 0? que es constante desconocida, y por tanto no aleatoria). Afortunadamente la
distribucién del nuevo contraste, que llamaremos ¢;, es conocida, tal y como muestra la
siguiente proposicion.
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Proposicién. Bajo los supuestos del Modelo Regresion Lineal Normal, el estadistico
tipo-t siguiente

ty = (b — B) (3.10)

\/32[(X’X)*1]k,k

se distribuye como una ¢ — student con (n — K') grados de libertad.

Demostracién. Reescribimos t;, del siguiente modo

b — B
" \/az(kXXk) \/7

Zk _ Zk )
\/(ne';) o2 (%) /(n-K)

El cociente entre una variable N (0, 1) y la raiz de una variable chi-cuadrado dividida entre sus
correspondientes grados de libertad tiene, por definicién, una distribucién ¢ con dichos grados
de libertad, siempre que las variables del numerador y del denominador sean independientes.
Respecto del numerador de la tltima igualdad, 2, hemos mostrado que es una N(0,1). Por

otra parte, el denominador contiene a ( ) por lo que a partir del resultado 3.8, se tiene que

( 2) ~ x?(n — K). Solo resta comprobar que el numerador y el denominador son variables

O'
aleatorias independientes, dado X. Para ello obsérvese que zj, depende de b, mientras que %

dependen de e. b y e se distribuyen condicionados en X como una normal conjunta dado que b
y e son funciones lineales de € .

Bajo el supuesto de normalidad, dos variables no correlacionadas son independientes. En
realidad este es el caso, ya que cov(b, e | X) = 0 como mostramos a continuacién:

cov(b,e| X )= E[(b—E(b|X))(e—E(e|X))| X]
= E[(X'X)"'Xe) (Me-E(Me | X)) | X]
- ( ) 1Xe ) (Me)' | X](dado E(Me | X) = ME(e | X) = 0)
= E[X'X)” 1X’55M | X] = (X'X)"'X'ME[e€’ | X]
= OE[eg' | X] =0,

(dado que X'M = X'(I, -P) = X' - X'P = X' - X'(X(X'X)"'X') = 0).

Algo que intuitivamente en el resultado 3.8 pudimos comprobar: que los residuos MCO no
son informativos sobre los pardmetros de regresién 3. Por tanto, dado que z;, es funcién de
b,y (ef) es funcién de e, siendo b y e independientes entre si, entonces también lo son el
numerador y denominador de tj, = ——=b——.

(28)/(n—K)
Al test o contraste basado en este ratio lo denominaremos test o contraste de la t. En este

caso lo utilizaremos para realizar inferencia con la intencién de contrastar una hipétesis
nula (Hy) sobre un coeficiente del modelo de regresiéon poblacional. Para ello es preciso

Tema 3. Analisis de regresion con datos de seccion cruzada II



3.2. Intervalos de confianza y contrastes de hip6tesis (en el Modelo Regresién Lineal Normal) 7

establecer el nivel de significacién o, que indica la probabilidad de rechazar la hipétesis
nula cuando esta es cierta (es decir, obtener un falso negativo para Hy).

La distribucién t-student estd centrada en 0 y es simétrica. La regla de decision del test
de la t consiste, en términos generales, en verificar si el valor observado del estadistico
(3.10), para la hipoétesis y muestra concreta, estd muy alejado de 0. Bajo la H la distri-
bucién es una t-student con (n — K) grados de libertad, por tanto podemos localizar
en las tablas correspondientes aquellos valores (valores criticos) que delimitan el drea
establecida en el nivel de significacién a. Estos valores criticos, por ser una distribucion
simétrica, serdn simétricos y por tanto los podemos denotar sin generar confusién por
+t4/2(n — K), de modo que a la derecha de ¢,/>(n — K) se delimite, por ejemplo, un
area 0.025 (2.5 %) y a la izquierda de —t,,/2(n — K) un drea simétrica de 0.025 (2.5 %), de
modo que en este ejemplos el nivel seria del 5 %. De esta manera podemos indicar que
si la Hy es verdadera, entonces

Pr(—top(n — K) <t <typn—-K))=1-a.

Esto nos sirve para establecer el significado de «estar alejado de 0» y poder establecer la
regla de decision del test: no rechazar («aceptar») Hy si |t;| < to/2(n — K) ya que indica
que el valor obtenido ¢ para la muestra concreta es compatible con la distribucién
prevista bajo Hy. Rechazar la hip6tesis nula en caso contrario.

Otra forma alternativa para realizar el contraste de la ¢ es elaborando un intervalo de
confianza para ). Cuando la Hy se «acepta» (es més correcto decir «no se rechaza»)
estamos en la «region de aceptacion», es decir, en

[—ta/g(n - K) < % < ta/Z(n - K))’]

lo que es equivalente a

{bk —too(n — K) - \/var(b,) < By < by +taj2(n — K)) - \/@(bk),]

que pone de manifiesto que el intervalo serd mas estrecho, cuanto menor sea el error
estdndar de b. El intervalo de confianza, que es aleatorio al ser funcién de los datos,
se construye de modo que nos dé informacion sobre el rango de valores de 3 que son
consistentes, es decir aquellos para los cuales el test no rechaza la nula.

Finalmente podemos realizar el contraste de la ¢ utilizando el conocido y ampliamente
utilizado p — valor. Recuérdese que este valor indica precisamente el nivel mds pequefio
para el cual el test rechaza la H, es decir, el test rechaza para todos los niveles por
encima del p—wvalor. Dicho de otra manera, si t;, tiene asociado un p —valor determinado
y denotado por p—wvalor(t;), entonces estamos soportando una probabilidad de cometer
un Error Tipo I de p — valor(t;) cuando optamos por rechazar la hipétesis nula. En el
caso de tests de dos colas tendremos

p —valor =2 - Pr(t > |tx]),
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al ser una distribucion simétrica.

Es posible relacionar los tres métodos para contrastar la hipotesis nula. Por ejemplo, utili-
zando un nivel de significaciéon determinado «, rechazariamos cuando p—valor(t;) < a,
y esto ocurre si y solo si [t > t,/2(n — K), por lo que la equivalencia es evidente. Por
otro lado se observa que el hecho de indicar el p — valor es mdas informativo para el
usuario ya que permite intuir la fuerza del rechazo de la hip6tesis nula: cuanto més
préximo a cero esté el p-valor, con mayor claridad se estara rechazando la hipétesis
nula.

3.2.2 Test o contraste de la F para varias restricciones

En muchas ocasiones resulta ttil o puede interesar contrastar mas de una restriccion
lineal. Supongamos que deseamos contrastar r < K restricciones sobre los coeficientes
de los regresores del modelo. Estas restricciones, que configuraran la hip6tesis nula, Hy,
podemos escribirlas a través de un simple sistema de ecuaciones lineales:

Hy:RpB =r, (3.11)
donde R y r toman valores previamente especificados de acuerdo con la hipétesis nula.

Por ejemplo, si queremos contrastar que dos pardmetros son iguales, digamos los dos
altimos Bk = fSk_1, y que un tercer pardmetro (8x_2) toma valor cero, tendriamos

que
0O --- 01 -1

R:
[0~.10 0}

- [1]

por lo que, en general, R serd una matriz de dimensiones (ntimero de restricciones) x (nimero
de parametros del modelo), que denotamos por (r)x (K). Es evidente que r coincide con
el rango de la matriz R, ya que de lo contrario habria restricciones redundantes.

Una vez que hemos establecido como son las restricciones, construimos un test estadis-
tico que tenga una distribucién exacta bajo la hip6tesis nula descrita en (3.11).
A partir del resultado 3.8 se tiene que, bajo Hy : R3 =,
Rb | X~NRS,’R(X'X)"'R)
(Rb—r1) | X~N(0,0’R(X'X)"'R’) (dado que bajo Hy : RB=r). (3.12)

por lo que seria posible, a priori, construir un test si reemplazdramos o2 por la varianza
estimada s?. La siguiente proposicién recoge dicho resultado.

Proposicién. Bajo los supuestos del Modelo Regresion Lineal Normal,
y bajo la hipétesis nula H, : R3 = r, el cociente

(Rb—r) [R(X’X)"'R]"'(Rb—r) /7

52

F

, (3.13)

conocido por test de la F, se distribuye como una F(r,n — K).
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Como sucedia en el caso del test de la ¢, dado que la distribucién de la F' no depende de
X, la distribucién condicionada y no condicionada coinciden, y por lo tanto basta con
probar que la distribucién condicionada por X se distribuye como indica la proposiciéon
anterior. Dividimos y multiplicamos por 02, y posteriormente usamos que s? = ne_/‘;(, de modo
que escribimos

o2(Rb — 1) [0?R(X'X)"'R']"1 (Rb — 1) /r
82
B o?w/r B w/r

ee/(n—K) (£8)/(n—K)

donde por simplificar la notacién hacemos que w = (Rb — r)’ [0?R(X'X)'R/|"! (Rb —r) . Por
el resultado (3.8) sabemos que (‘i—f) | X ~ x?(n— K). Falta por comprobar (a) que w | X ~x?(r)

y (b) que (%) y w se distribuyen independientemente condicionados por X.

Resultado (a): bajo Hy: RB3 = r, resulta por la expresion (3.12) que Rb — r se distribuye como
una normal con media 0, y

var(Rb —r| X) = o’R(X'X) 'R/,

por lo que podemos reescribir w = (Rb — r)’ [var(Rb — r | X)]~! (Rb — r) que es una expresién
que suma 7 normales al cuadrado, al ser R(X'X) 'R’ una matriz cuadrada de orden r. Por
tanto w | X ~x2(r).

Resultado (b): ya probamos para la Ecuacién (3.10) que utilizando el supuesto de normalidad, b
y e se distribuyen condicionados por X de forma independiente. Dado que w es una funcién de

by (%) lo es de e, queda probada la independencia entre los dos.

La definicién de una distribucién ' como cociente de dos variables aleatorias distribuidas como
chi-cuadrado, divididas cada una de ellas por sus respectivos grados de libertad, concluye la
demostracion.

En este caso el test o contraste es de una sola cola. Si la hipétesis nula es verdadera, enton-
ces Rb —r = R(b — 3) tenderd a tomar valores pequefios haciendo que el numerador
de (3.13) sea también pequefio, y por tanto un valor alto del test F seria indicativo de un
rechazo de la Hy. La regla de decisioén es por tanto rechazar la hipétesis nula si el valor
que toma el estadistico F es superior al valor critico asociado al nivel de significaciéon
determinado de antemano.

El test (3.13) puede interpretarse a partir de la distincion entre el concepto de regresion
restringida y regresion no restringida.

Recordemos que la técnica MCO consiste en minimizar SCR, y ahora el minimo estaré
sujeto a un conjunto de restricciones lineales expresadas precisamente por la H :
R = r. El problema de estimaciéon MCO se transforma en este

min SCR(B) sujeto a R3 = r. (3.14)
B
La obtencién del 3 que satisface el problema anterior se denomina minimos cuadrados

restringidos o regresion restringida. Denotaremos por 3 al estimador restringido del para-
metro resultado de resolver la Ecuacién (3.14). A los efectos de solventar este problema
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formaremos el Lagrangiano correspondiente a la optimizacion restringida

~ 1 -\ ~ (e =
donde el vector A de orden (r x 1) estd formado por los multiplicadores de Lagrange del
problema. Las condiciones de primer orden se obtienen a partir de desarrollar L(3,\) y
de igualar a cero sus derivadas parciales respecto de 3, A :

= 1 ~ 1= ~ ~
L(BA) = 5y'y —yXB+ ;B X'XB + ARB - AT,

derivando e igualando a cero se obtiene que los estimadores restringidos seran los 3
que satisfagan las ecuaciones

OL(B.A) - _ 0o —Xy+XXB+RA=0
B
s B=XX) Xy- (XX) 'R\ (3.15)
aL(Ba A) _ A _
N = 0&RB-1r=0

de modo que premultiplicando la expresién (3.15) por R y usando la segunda ecuacién
(la restriccion en si) se tiene que

r = RB=R(XX) Xy-RXX) 'R
& r=Rb-R(X'X) 'R\
& (Rb-r1)=RXX) 'R\
& A=RXX)'R]'Rb-1),

lo que nos permite expresar (3.15) del siguiente modo:

B=b- XX 'RRXX)'R]'Rb-1).

Esta regresion restringida tendrd unos residuos diferentes de la regresion no restringida.
De hecho, la suma del cuadrado de los residuos restringidos, SCRg, serd ahora

SCRp = (y—XB>/<y—XB> |
- [y—XbJrX(b/—B)] [y—Xb+X(b—B>}
- [e+X(b—B>] [e+X<b—B>}
= e’e+(b—B)/(X’X)<b—B> (pues €X = 0)

y por tanto la diferencia entre la suma del cuadrado de los residuos restringidos, SCRp,
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y la suma de cuadrados no restringidos, SCR v, serd
SCRp — SCRyg = (b . B) X'X (b . B)
- [ R(X'X) 'R~ (Rb — r)} x

X) [(X X)'RR(X'X) 'R (Rb — r)]

(X’
— (Rb-— ) [R(X X)'R]R(X'X) T (X'X) x

X'X) 'R RXX) 'R (Rb - 1)

(Rb —r) [R(X'X) 'R ]*1 (Rb—r), (3.16)
donde hemos utilizado fundamentalmente el hecho de que las matrices R(X’ X)_IR/ y
(X'X)~" son simétricas, junto con la propiedad de la inversa que indica que [A™!]' =
[A’]"" siendo A una matriz invertible.

Observamos que a partir de la Ecuacién (3.16) y de la definicién de s?, podemos expresar
(3.13) del siguiente modo:

(SCRR — SCRNR) /’I“

F = e han tn = K)

(3.17)

que como ya probamos se distribuye como una F(r,n — K). Luego tanto la expresién
(3.17) como la expresion (3.13) arrojan el mismo resultado. Utilizar el test de F segtn
(3.17) implica realizar dos regresiones (una con las restricciones activas y otras sin ellas),
guardar los residuos y calcular el ratio descrito por (3.17). En cambio, en el caso del
contraste (3.13) solo es necesario la regresién no restringida.

3.2.3 Un contraste de significacién global

A menudo estamos interesados en contrastar la significatividad general del modelo, esto
es, si las variables explicativas resultan en su conjunto estadisticamente significativas. Es
posible mejorar la evaluacién estadistica de la bondad del ajuste al poder relacionarla
con un contraste estadistico.

Dado que la forma mds general de contrastar un conjunto de hipétesis sobre un modelo
es a partir del test de la F presentado anteriormente, el primer paso sera expresar la
hipétesis nula en los términos que venimos usando (R3 = r). El modelo no restringido
serd el modelo con una constante habitual, y = X3 + ¢

Y, 1 X -+ Xik Bi €1
Y, 1 Xy - Xog Bo €2
Yn 1 XnZ e XnK /BK En
nx1 nx K Kx1 nx1
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mientras que el restringido serd exactamente el mismo, esto es y = X3 + ¢, solo que
sujeto a la restriccion descrita a continuacion:

" B
T 7 N B
[O0k-1x1 Ix—1 ]| . |=1r=0k_1)x. (3.18)
(K=1)x(K) :
Bre
Kx1

El estimador MCO no restringido es b = (X'X) ™' X'y. Por otra parte, el estimador MCO
restringido por la condicién de la Ecuacién (3.18) sera aquel 3 que cumpliendo la
restriccion (es decir, R3 = 0) minimice la suma cuadratica de los residuos. Cumplir
la restriccion implica que 3, = 3 = --- = B = 0, por lo que quedaria tinicamente
estimar por MCO el parametro 3; que como sabemos es y para un modelo con cons-
tante. Asiresultaque 5 =[ 7 0 --- 0]y por tanto para esta restriccién se tiene que

XB=[y 4 - g/ y en consecuencia
SCRr=(y -XB8) (y-XB) =y ~9)(y - ) (319)

A partir de la Ecuacion (3.16) podemos utilizar esta tltima expresion de la suma cuadré-
tica de los residuos restringidos por la condicién (3.18) para mostrar que

¥ -¥)'(F—-y) =SCRr— SCRyr = (b — B)lX/X <b — B) .

Estos resultados especificos de la restriccién (3.18) junto con la definicion de R?, nos
permiten expresar el contraste de F' en funcién de la bondad del ajuste. A tal efecto,
reescribimos ' = (SC%%_;]SRRN z) (n_rK) , de modo que usando los resultados anteriores,

también podemos escribir

. O=9E-9_ e'e
y-9'(y-9) (y-9'(v-9)
SCRR—SCRNR SCRNR
SCRp SCRp (3.20)
Usando esta nueva expresion del R? podemos desarrollar F' del siguiente modo
(SCRR - SCRNR> (n - K)
F 21
SCRNR r (3 )
_ (SCRR—SCRNR>/SORR(TZ—K> (322)
SCRNR/SCRR T '
-9 (-¥)
— (y-3)(y-¥) (TL — K) (323)
y-9)(y-¥)
R* (n—K)
= 1= 5 (3.24)
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que en este caso se ditribuird como una F(r = K —1,n — K).

De este modo si el valor numérico del estadistico supera al de la tabla de la F'(K —
1,n — K) rechazarfamos H,, esto es, rechazariamos la hipétesis de que «todos los
pardmetros (excepto el de la constante) son nulos», luego el modelo serfa globalmente
vélido. Légicamente esto tultimo encaja perfectamente con la formulacién del test en
términos del R? ya que F' tomara valores numéricos altos cuando R? sea elevado (para
un valor fijo de (”;—K)), es decir, cuando el modelo no restringido ajuste relativamente
bastante bien. No obstante, nétese que numerador y denominador estdn ponderados
por la relacion que exista entre el niimero de observaciones y el nimero de pardmetros
independientes del modelo en cuestién. En la préctica es posible que bajos R? puedan
ser compatibles con un modelo globalmente significativo siempre que el nimero de
observaciones sea muy elevado en relacion con el nimero de parametros.

Esta observacién pone de manifiesto la relevancia de contar con un test para la significa-
cién global del modelo, ya que este permite no dejarnos guiar exclusivamente por el
valor arrojado por el R?, sino completar nuestra valoracién del modelo de una forma
mads solida utilizando un test estadistico sobre la validez del modelo completo.

Resulta més comodo a efectos practicos contrastar hipétesis utilizando la expresion
(3.17) que la (3.13), del mismo modo que es mds rapido usar (3.24) para contrastar la
significatividad global del modelo que el estadistico equivalente basado en las sumas
cuadréticas residuales. Existe una expresion equivalente para el test general de hipétesis
lineales (3.17) también en términos de R?. Para ello, distinguimos entre el R? de la
regresion restringida y de la no restringida, R% = [1 — (SCRg)/(y = ¥)'(y —¥)] v
R%p=[1—-(SCRygr)/(y — ¥)'(y — ¥)], respectivamente. Utilizando estas definiciones
expresamos el estadistico /' como

(SCRR — SCRNR) (77, — K)

r= SORNR r (325)
-9 -9 - Ry~ (1- B (n— K)
- 5~y — 91— Rep) - (3.26)
R%,— R% (n— K)
ey (3.27)

que expresa otra forma equivalente de realizar el contraste de la F' para cualquier
conjunto de restricciones lineales. De hecho, en el caso de la restricciéon de significacion
global (3.18) serd un caso particular de este tltimo resultado. Asi, bajo la hipétesis nula
del modelo restringido se tiene (3.19) y por tanto R% = [1 — (SCRg)/(y — ¥)' (y — ¥)] =
0, por lo que (3.27) queda reducido a (3.24).

3.3 Comportamiento asintético del estimador minimo cuadratico.

Como deciamos a comienzo de tema, una forma muy atractiva y més aplicable de
realizar inferencia es trabajar con la distribucién asintética del estimador MCO. Decimos
que es maés aplicable en la medida en que los supuestos no son tan restrictivos como lo
eran en el modelo lineal de regresién normal.
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Los supuestos que ahora necestimos estan recogidos a continuacién

SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL. Las observaciones
(Yi,x;),1=1,2,...,n, satisfacen la ecuacién lineal de regresion
LINEALIDAD

Y =x08 +e¢;. (3.28)

MUESTRA ALEATORIA

(Xlz'7 XQZ" ceey in, Y;),Z = 1, ..., . SON 1.9.d.

EXOGENEIDAD

NO MULTICOLINEALIDAD PERFECTA

E(x;x;) > 0, donde x; = (Xoi, X1s, ..., Xui) - (3.30)

MOMENTOS ORDEN CUATRO: AT{PICOS POCO PROBABLES
EY; < ooy laE || X}!|| < o0 (3.31)

Seguidamente explicaremos el motivo de estos supuestos. En todo caso se observa
que algunos supuestos son los mismos (o estan relacionados), mientras que el cambio
importante estd en el hecho de no requerir normalidad de los residuos ni tampoco
homocedasticidad.

3.3.1 Consitencia.

La consistencia es una propiedad de los estimadores, de hecho que un estimador sea
consistente es una buena propiedad para el estimador. Significa que para cualquier
distribucion de datos, existe un tamafio muestral » lo suficientemente grande como
para que el estimador b esté, con una alta probabilidad, tan cercano como deseemos al
verdadero valor 3.

Para comprobar que el estimador MCO b es consistente para el vector de parametros o
coeficientes 3 daremos estos tres pasos:

1. Mostrar que el estimador MCO puede escribirse como una funcién continua de
un conjunto de momentos muestrales.

2. Usar una Ley de grandes ntiimeros (LGN) que nos permita verificar que los mo-
mentos muestrales convergen a los poblacionales.

3. Utilizar un resultado técnico que nos garantice que las funciones continuas preser-
van la convergencia.
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El primer paso consiste en reescribir el estimador MCO, b (b,,), del siguiente modo

-1
1 n . 1 n
b, = <5 ; xixi) (5 ; xm> (3.32)

-1
b, — (lxx) (lxy>
n n

b, — 8= (X'X)"'Xe.

En cualquier caso enfatizamos la dependencia del tamafio muestral y el hecho de que el
estimador MCO es una funcién g que depende de

by =g <<% éxix{i> ’ (% zj;“))

Observemos que cada uno de los términos del producto esta calculando promedios y
estos son el objeto principal de las Leyes de Grandes Ntmeros (LGN), que se estudian
en otros apartados de este temario y por tanto no explicaremos de nuevo.

o bien

o bien

Uno de los supuestos que se mantienen es el hecho de que (Y}, x;) sea una muestra
aleatoria, y este supuesto es central para aplicar LGNs. Ahora bien ;cualquier funcién
(Y;,x;) sera también iid? En particular, ;lo seran (x;x}) y (x;Y;) o en su caso (x;¢;) ? La
respuesta es afirmativa siempre que las transformaciones sean continuas, y en este caso
lo son. La demostracion se puede encontrar en la bibliografia recomendada.

Por otro lado las LGN requieren que (x;x}) y (x;Y;) tengan medias finitas. Para ello
requeriremos unas condiciones de regularidad

EY? < o0,

E|x|* < oc.
Bajo estas condiciones podemos aplicar una LGN de modo que cuando n — oo,

1 n
- Z x;x; B B (xx)) (3.33)
i=1

1 n
~> %Y 5 E(xY)
n

=1

1 n
— Z X;Eq ﬁ) E (XiEi) .
n

i=1
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En las expresiones (3.32) del estimador b tenemos una funcién de estos tltimos prome-
dios. La pregunta ahora es saber si esta funcion preserva la convergencia en probabilidad.
De nuevo la respuesta es positiva, si la funcién g es continua, como es el caso.

El estimador MCO consiste es una funcién de dos argumentos
b8 =55,

donde Eux = (£ 377 xi%}) , Bxe = (£ 31, x;¢;). La funcion serd continua en aquellos
puntos en los que exista la inversa Y. Lo que nos lleva a introducir un supuesto que ga-
rantice tal existencia: X, = E(xx’) debe ser una matriz definida positiva. Este supuesto
ya lo teniamos anteriormente en el modelo de regresion lineal normal. Observamos
también que para que
a1 p
b, -8 =X 3 — 0,
serd necesario que la relacién entre las explicativas y el error sea
E (Xi : €i) =0

que es una condicion de ortogonalidad entre los mismos menos exigente que la exogenei-
dad requerida en muestras finitas. De hecho, si los regresores son exégenos, E(¢; |x;) = 0,
entonces la condicién de ortogonalidad se cumple inmediatamente, mientras el reverso
no es cierto. Por otra parte, obsérvese que es estimador MCO, bajo el supuesto de
ortogonalidad del error, no necesariamente sera insesgado, pese a que serd consistente.
Al fin y al cabo la distribucién para muestras finitas es exacta por lo que es normal que
el requisito sea mas restrictivo que en el caso asintético.

Asi pues llegamos al resultado esperado de que el estimador MCO es consistente

TEOREMA DE CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR MCO

Bajo el supuesto de que (V;,x;) sea iid, EY? < oo, E|x|* < oo,
E(x;-¢;) = 0,y si Xxx = E(xx') es definida positiva, entonces se
tiene que b es consistente, es decir:

b5 3,
o bien
plim(b) = 3,
o bien
b =3+ 0,(1).

Estas tres expresiones indican lo mismo, que el estimador MCO (b, o de modo equiva-
lente b,,) converge en probabilidad hacia 3 a medida que el tamafio muestral crece, y
por lo tanto el estimador MCO es consistente.

También es especialmente interesante observar que el supuesto de media condicionada
nula (exogeneidad condicionada) implica que hemos modelizado correctamente la
esperanza condicionada de la variable objetivo, es decir, la FEC. Lo cual implicaba,
como dijimos, que los efectos parciales o efectos ceteris paribus sobre el valor esperado
de la variable dependiente podian ser estimados.
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Sin embargo, el supuesto de ortogonalidad (correlacién nula entre errores y explicativas)
nos permite ampliar la aplicacién del estimador MCO a una aproximacion lineal de la
FEC, algo por otra parte bastante natural y habitual puesto que no es dificil considerar
que cuando modelizamos, lo que hacemos es aproximar linealmente la FEC, maxime
sabiendo que dicha aproximacién lineal es la mejor lineal en términos predicitivos. Asi
pues esta aproximacion lineal nos indica que, en caso de que algunos de los supuestos
del Modelo de Regresion Lineal Normal no se satisficieran, y atin asi estimaros por
MCO, entonces estimariamos precisamente la mejor combinacién lineal de las variables
que hemos llamado «explicativas» para «predecir» la variable dependiente.

3.3.2 Normalidad e inferencia asintética

El dltimo teorema nos permite saber que el estimador converge al verdadero vector
pardametros, pero esto en si mismo no es suficiente para poder realizar inferencia esta-
distica. Es decir, necesitamos la distribucién del estimador MCO. Este apartado muestra
codmo es posible llegar a la distribucién asintética del estimador MCO.

Del mismo modo que la consistencia se fundamenta en la LGN, la normalidad asintética
lo hace en los teoremas centrales del limite (TCL) aplicados sobre la expresién

b-p8=(XX)"Xk,

0 alternativamente sobre

b, — 8= (% Z (Xlx;)) (% ;XZ@) ) (3.34)

i=1

El lector habra de repasar en este punto el TCL de Lindeberg-Levy:

TCL Linderberg-Levy: Sea {z,} una sucesioén de variables aleatorias
independientemente e idénticamente distribuidas (iid), tal que p =
E(z,) < ooy % = var(z,) < co. Si o? # 0, entonces

vV (zZ, — Z 1) Jo % N(0,1),

%\

o alternativamente

Vi (Z = 1) < N(0,02). (3.35)

Esta ecuacion directamente muestra que para poder aplicar el TCL expuesto en (3.35),
necesitamos escalar la expresion por /i, con lo que obtenemos

Vi (b, — ) = (% 3 (xix;>> (% > xiai> . (3.36)

=1
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Asi pues el estimador escalado /n (b, — 3) es una funcién de la media muestral
1

L3 (x:x}) y del promedio 7% 2_i1 Xi€i, que tiene media cero, por lo que estamos en
condiciones de intentar aplicar el TCL (ver TCL (3.35)). Para verificar que se satisfacen
las condiciones del TCL, necesitamos, en primer lugar, observar que el supuesto de
muestreo aleatorio, nos aseguran que (x;x;) y (x;Y;) son variables iid, y dado que ¢; es
una combinacién lineal de Y; con x;, también serd iid la variable (x;e;). Estas variables
aleatorias deben tener (para aplicar el TCL) momentos de primer y segundo orden finitos
(deben existir sus medias y varianzas-covarianzas). La matriz de varianzas-covarianzas

var(x;e;) la denotamos por

Q = E(x;xje?) (= var(x;g;)). (3.37)

La existencia de varianza y covarianzas de (x;x;) y de (x;¢;) requiere que contemplemos
la existencia de los momentos de orden cuatro de las variables z; y «;.

LaEY* < coylaE || X} < oo.

Recordemos que la existencia de estos momentos bajo las condiciones del MPL garantiza
la existencia de Ee}. Este supuesto es el que introdujimos anteriormente, y entonces le
ddbamos una interpretacién en términos de atipicos.

Bajo las condiciones establecidas en Teorema de la consistencia y afiadiendo las condi-
ciones de los momentos de orden cuatro podemos aplicar el TCL

Bajo el supuesto de que (Y;,x;) seaiid, E (x; - ;) = 0, xx = E(xx')
es definida positiva, y momentos de orden cuatros finitos para las
variables del modelo, se tiene

1 < d
— E X;Ei — N(O, Q)
\/ﬁ =1

cuando n — oo.

Si ahora utilizamos este resultado y las expresiones (3.33) y (3.36),
Vit (b, = B) 5 ELIN(0,9) = N(0, B Q%))

cuando n — oo.

Por tanto, hemos demostrado el Teorema siguiente
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TEOREMA NORMALIDAD ASINTOTICA DEL ESTIMADOR MCO
Bajo el supuesto de que (Y}, x;) seaiid, E (x; - €;) = 0, ¥yx = E(xx') es
definida positiva, y momentos de orden cuatros finitos

Vi (b, — B) 5 N(0, V),

donde
v=xlox! (3.38)

XX 7

Y = E (x;x]) y Q2 estd definida en (3.37)
O bien, alternativamente,

b=p8+0,(n""?).

Este resultado indica que la distribucién de /n veces el error muestral (b, — 3) se
aproxima a una distribucién normal cuando n es suficientemente grande. A la matriz V
se le suele denominar matriz asintética de varianzas y covarianzas de b.

Para que este resultado sea operativo es necesario estimar consistentemente V, y asi
poder luego hacer inferencia. La estimacién de dicha matriz pertenece a otro tema,
y trabajaremos por ahora como si ya tuviéramos una estimacién consistente de la
misma.

En particular si quisiéramos contrastar una hipétesis lineal simple sobre el coeficiente
k-ésimo del modelo, el teorema de normalidad asint6tica implica que bajo la hipétesis

nula
Hy:pr=c

entonces
Vi (b —¢) 5 N(0,V(by)),
donde V(by) es el elemento (k, k) de la matriz K’ x K que hemos denominado V. Por lo

tanto,
U Ul B Sk RS VTN

V(b) ~ ee(by)

donde ee se refiere al error estindar del parametro, es decir,

1o [ e ia
celbe) =1/ -V () = \/E (Za0zy)

Obsérvese que este error estdndar admite que los errores sean condicionalmente hetero-
ceddsticos. De hecho, no hemos hecho en esta seccién supuesto alguno al respecto. Este
tipo de ratio se distingue del ratio tipo t en muestras finitas en que los errores estdndar
estan calculados de forma robusta a la heterocedasticad cuando X Q3! se estima
robustamente frente a la misma. Este aspecto se desarrolla en otro tema.

A partir de este momento el contraste de hip6tesis se conduce de forma similar al
realizado para muestras finitas pero considerando que la distribucién sobre la contrastar
la hipétesis nula es ahora la N(0,1).
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No obstante conviene resaltar que el estadistico para realizar el contraste de la ¢ en
muestras finitas es un estadistico con distribucién exacta, mientras que ¢ asintético es un
estadistico con distribucién asintética. Esto tiltimo implica que el tamafio exacto del test o
contraste (la probabilidad del Error Tipo I dado un tamafio muestral) es aproximadamente
igual al tamafio nominal del test (es decir, el nivel-a deseado de significatividad). La
diferencia entre uno y otro es asintéticamente nula cuando el tamafio muestral n crece
hasta infinito. Igualmente la forma de computo es distinta ya que, por un lado, en el
caso exacto se utiliza la distribucién de una ¢ — student, y en el asintético la de una
normal estdndar. Por otro lado, los errores estdndar se calculan de forma diferente, y
ademds se calculan bajo supuestos distintos también.

Por ultimo, si necesitamos contrastar varias restricciones lineales simultaneamente,
podremos utilizar un contraste de Wald o LM asintético. El siguiente resultado recoge
los resultados para una restriccién y varias

Bajo la hipétesis nula H, : R8 =r, siendo R una matriz » x K de
rango completo, suponiendo que se cumplen las condiciones del Teo-
rema de Normalidad Asintética, y suponiendo que V es un estimador
consistente de V, entonces

n (Rb, —r) (R\?R’) T Rb, — 1) 20,

En el caso particular de que H, : 5, = ¢, entonces
= Y= =) 4 g gy
{/(bk) ee(by)
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Analisis de regresion con datos de seccion cruzada III

Este tema estd elaborado como una adaptacién del capitulo 6:
Wooldridge. J. 4th Ed., Introductory Econometrics.

Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

* Temas adicionales en el anélisis de Regresién Multiple.
¢ Efectos del cambio de escala sobre los estimadores MCO.

¢ Formas funcionales, selecciéon de modelos, prediccién y andlisis residual.

4.1 Temas adicionales en el andlisis de Regresiéon Multiple

A lo largo de este tema se presentan varios resultados que estdn relacionados con el uso
del modelo de regresiéon multiple. La aplicabilidad de estos resultados esta garantizada
tanto para los supuestos del modelo de regresion lineal como para el modelo tedrico
normal.

El tema trata por tanto aspectos practicos de bastante utilidad para un econémetra
cuando plantea y estima modelos que expliquen el comportamiento esperado de la va-
riable dependiente condicinado a unos valores de las variables explicativas. Se estudiaré
qué sucede con las estimaciones MCO cuando las variables sufren cambios de escala.
Muchas veces estos cambios de escala son imprescindibles 0 muy convenientes para el
tipo de problema que tenemos entre manos. En otras ocasiones, la econdmetra tiene que
afinar también las formas funcionales que admite el modelo pese a ser lineal. Veremos
que esto es fundamental para la correcta interpretacion de los pardmetros estimados y
de sus efectos marginales sobre la variable dependiente estimada.

Dado el caracter condicionado de los modelos de regresion, suele ser habitual que
estemos interesados en controlar o condicionar las relaciones econémicas por ciertas
caracteristicas determinantes de la muestra analizada. Para ello utilizamos variables
dicotémicas. Los modelos de regresion presentados admiten este tipo de variables, y
resultan ser muy ttiles cuando interactuan con otras variables de naturaleza continua.
También estos aspectos serdn objeto del interés a lo largo de las siguiente paginas.

Por dltimo, el tema termina con unas secciones dedicadas al propio proceso de mo-
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delizacién, en particular a la seleccion de modelos y en su utilidad para evaluar los
impactos sobre la variable dependiente de escenarios futuros utilizando asi el modelo
para hacer predicciones, si bien es cierto que en los modelos de seccién cruzada, como
es los que estamos estudiando, el objetivo principal suele ser el estimar correctamente
los efectos parciales de las variables explicativas.

4.2 Efectos del cambio de escala sobre los estimadores MCO

Modificar la escala en la que los datos son introducidos en un modelo es algo relati-
vamente habitual. Se utiliza con fines précticos o incluso estéticos, como puede ser el
reducir el namero de ceros después de un punto decimal en un coeficiente estimado.
Al elegir con criterio las unidades de medida, podemos mejorar la apariencia de una
ecuacion estimada sin cambiar nada que sea esencial.

Los cambios en las unidades de medida técnicamente se denominan cambios de escala
y se pueden representar e ilustrar de un modo bastante general a partir de la siguiente
expresion, que facilmente es extensible a un mayor ntimero de variables:

w1 Y; = Bo + frwsXu; + BoXoi + &, (4.1)

donde w; es el cambio de escala de la variable dependiente y w, el cambio de escala
de la variable independiente. Utilizamos ~ para distinguir los coeficientes cuyas va-
riables tienen cambios de escala respecto de los originales o sin cambio de escala. La
cuestion que nos plantemos es como varian los valores estimados respecto del modelo
general

Y, = BO + leu + BzX% +é;.

A partir del modelo estimado anterior, si incorporamos los cambios de escala, entonces
para que siga siendo cierto se tendra

~ W1 ~ ~ R
wY; = <w160> + (w_lﬁl) we X1; + <w162> Xo;i + (uné;) .
2

Se puede comprobar que en estas condiciones

Bl = Eﬁla BQ = wlﬁAz, (4-2)
Wa
Bo = wlBOa (4.3)

Por consiguiente la pendiente de la variable independiente que ha sido escalada se ve
afectada por los cambios de escala de ambas variables, expresion (4.2). El término cons-
tante, la variable independiente X5, y los errores estimados (residuos) sin embargo solo
son afectados por el cambio de escala de la variable explicada [(4.2), (4.3) y (4.4)].

Los estadisticos tipo t para realizar contrastes de significatividad de una variable
explicativa tampoco se verian modificados. Sin embargo los errores estdndar si. Ambas
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cosas suceden tanto para cambios sobre la variable dependiente como para cambios
en la variable independiente. Los intervalos de confianza, por otra parte, si se verian
alterados por el factor w; /w,. Sin embargo, el R-cuadrado tampoco se veria afectado
por estos cambios de escala.

Cuando alguna de las variables tiene una escala de valores de dificil interpretacion
puede ser interesante medirla en términos tipificados o estandarizados. Tipificar no es
mas que restar la media a todos los valores de la variable y dividirla por su desviacién
tipica o error estandar

(4.5)

Cuando tipificamos obtenemos variables con media nula y varianza unitaria. La unidad
de medida en este caso es la desviacién tipica (o error estdndar). Si la variable se
distribuye normalmente entonces un incremento de una desviacién tipica equivale a
un incremento aproximado del 34 % sobre su valor medio y un incremento de 0,25
desviaciones a un incremento del 10 %.

En otras ocasiones puede resultar adecuado expresar todo el modelo estandarizado.
En este caso el modelo se denomina habitualmente modelo de coeficientes beta. Si en el
modelo de regresion miultiple restamos a todas las variables su media y las dividimos
por sus respectivos errores estandar obtenemos el siguiente modelo

Y S A X S Ja X
}/ZS?/Y - < *;f/l> A <X§X1X1> ( ;,2> B2 (XQSZXQXQ> (4.6)
S ~ Xp—X 2 .
+ ...+ (—;Zk) Bk (—gxk k) + —;;

donde desaparece el término constante, pues estamos utilizando una regresiéon en
desviaciones a las medias y los coeficientes de la regresién del modelo en niveles
aparecen multiplicados por el cociente de las desviaciones tipicas en aplicaciéon de
las expresiones (4.2), (4.3), y (4.4) podemos expresar (4.6) en términos de variables
tipificadas 7

Zy = P12y + BaZy+ ...+ BrZi + €, (4.7)

donde utilizamos /3 para distinguir los coeficientes beta respecto de los minimo cuadré-
ticos «[3».

Una de las ventajas de los coeficientes beta es que no dependen de las unidades de
medida utilizadas y permiten determinar la influencia de las variables explicativas
sobre la explicada a partir de la magnitud del coeficiente, lo que normalmente no ocurre
en los otros casos en que los coeficientes pueden modificarse cambiando las unidades
de medida de las variables.
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4.3 Formas funcionales, seleccién de modelos, prediccién y analisis residual

4.3.1 Formas funcionales

El modelo de regresion es lo suficientemente flexible como para contemplar relaciones
no lineales. Los modelos de regresion no lineales en las variables los podemos linealizar
mediante cambios de variable, y es habitual realizar transformaciones en las variables en
los estudios aplicados. Algunas de las transformaciones mas comunes son: los modelos
logaritmicos o de elasticidad constante (log-log), los semilogaritmicos [logaritmicos
lineales (log-nivel) y lineales logaritmicos (nivel-log)] y los reciprocos.

Cuando la relacién entre las variables es exponencial del tipo
Y = B XPref, (4.8)
si tomamos logaritmos y operamos, la Ecuacién (4.8) se puede expresar como
InY =Infy+piInX+e=ap+ i InX +¢, 4.9)

puesto que In /3, es una constante podemos hacer el cambio (In 5y = ay). Por consiguiente
el modelo (4.8) lo hemos transformado en otro, expresion (4.9), en el que las variables
estdn en logaritmos. A este tipo de modelo se le conoce por el nombre de modelo log-log
o modelo de elasticidad constante.

En el modelo logaritmico el coeficiente 8, (0,97 para el caso de la demanda de tabaco)
estima la elasticidad de Y respecto de X. En este modelo, por tanto, una variacién de un
1% en la variable explicativa (que estd en logaritmos) estd asociada con una variacién
en la variable dependiente (también en logaritmos) de un 3; %.

Resulta 1til repasar la relacién entre el logaritmo y el porcentaje para entender el porqué
de las interpretaciones que hacemos cuando aparecen logaritmos. Consideremos una
variacion «pequefia» de cualquier variable  que denotamos como Az. La diferencia
entre el logaritmo de = + Az y el logaritmo de x es «aproximadamente» Ax/x. Por
ejemplo, siz = 100y Az = 1, entonces Az/z = 1/100 = 0,01, mientras que in (z + Az)—
In(z) = In(101) — In(100) que arroja un valor de 0,00995, que es aproximadamente igual
(indistinguible en la practica) de 0,01. Por tanto, siempre que Ax/z sea pequerio, la
diferencia® de los logaritmos captura la variacion porcentual en z dividida entre 100.
Es decir, Az/x = 0,01 implica que la variacion porcentual en x ha sido del 0,01 x 100 =

1 %.

Consideremos ahora la variacion en [nY ante un cambio en la variable en [n(X), esto
es

In (Y + AY)=In (Y) = [6o + Buln (X + AX)]=[6 + fun(X)] = b (In (X + AX) — In(X)),
y aplicamos en ambos la relacién comentada anteriormente:

A
In(x + Az) — In(x) = 7:6,

'En términos de calculo matematico esta interpretacion se basa en que la diferencial de la funcién
In(x), d(Inz) = dz/z.
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entonces se tiene

AY o AX
v e
o lo que es lo mismo
_AY)Y
ﬁl_ AX/X’

que es el ratio de variacién de proporciones, y por tanto si multiplicamos por 100,
obtenemos el ratio de cambio porcentual, que es la elasticidad.

Si la variable endégena Y esta en logaritmos y la variable explicativa X en niveles
entonces el modelo se denomina logaritmico lineal (log-lin o log-nivel), su forma
general es

InY =Gy + 5 X +¢, (4.10)

donde la pendiente 3; multiplicada por 100 es aproximadamente la tasa porcentual de
cambio de la variable dependiente 100-3;AX=AY %, y se suele denominar semielas-
ticidad. Lo que se interpreta facilmente ya que si X cambia en una unidad (cambio
unitario), este cambio estd asociado a un cambio de 100 x 3; % en Y. Esto es as{* porque si
comparamos los valores de InY antes y después de que se haya producido una variacién
discreta AX en X, tenemos

In(Y +AY) =In(Y) = [Bo+ 1 (X + AX)] = [fo + /1 X] = 51 (AX).

Si aplicamos a la diferencia que estd a la izquierda del igual, el resultado, visto anterior-
mente, de la diferencia de logaritmos se aproxima a AY/Y, entonces

AY/Y ~ B AX,

luego un cambio unitario en X genera un cambio en AY/Y de ;, que implica una
variacion porcentual en Y de 100 x 31 %.

En el modelo lineal logaritmico (lin-log) la variable dependiente est4 en niveles mientras
que la independiente aparece en logaritmos, es decir que ahora el modelo poblacional
es

Y:60+51 (111X)+€, (411)

donde la pendiente 3, dividida por 100 es aproximadamente el cambio de la variable
explicada AY'=(3;/100)A X?>. Esta interpretacion es asi por lo siguiente. Consideremos
la diferencia en la funcién de regresiéon poblacional entre los valores de X que se
diferencian en la cantidad AX: es decir

[Bo + Biln (X + AX)] = [Bo + Siln (X)] = B1 (In (X + AX) —In (X)) ~ 1 (AX/X).

Por tanto si cambia X en un 1%, es decir si AX/X = 0,01, entonces dicho cambio tiene
asociado en este modelo una variacion en Y de 0,01 x f;.

Diferenciando a ambos lados (4.10) tenemos dY/Y = B;1dz. Si multiplicamos por 100 en ambos lados,
y sustituimos el diferencial por un pequefio incremento discreto (Az), resulta: 51 AX-100 = (AY /Y")-100
=AY %.

3Diferenciando a ambos lados de la ecuacién lin-log, se tiene dY = $;dX/X. Sustituyendo diferen-
ciales por incrementos pequefios, tenemos 51(AX /X) = AY, multiplicando y dividiendo en el lado
izquierdo por 100 obtenemos el cambio (/51 /100)(AX/X)-100 = AY.
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Tabla 4.1: Formas funcionales habituales

Modelo | Variable Variable Interpretacion del Elasticidad
Dependiente Independiente Cambio
Nivel-nivel Y X AE(Y) = BAX B (X)y)
. AE(Y) =
Nivel-log Y In X (1%8 A)X % B (Yy)
Log-nivel InY X AE(Y)% = 1006AX pX
Log-log InY In X AE(Y)% = AX % B

Se conoce como modelo reciproco a aquel en que la variable independiente aparece en
su forma inversa, es decir
Y =po+pi(1/X) +e (4.12)

A medida que X aumenta la variable independiente disminuye 1/.X, en el limite se va
acercando a cero, momento en que la variable explicada Y se hace igual al término cons-
tante Y'= 3, por tanto este tipo de modelos tiene sentido cuando la variable dependiente
tiene limite asintotico .

La eleccién de la forma funcional en los modelos de regresion simple puede ser a priori
relativamente facil de determinar puesto que podemos realizar el grafico de las variables
y hacernos una idea de cémo podria ser la forma funcional. El problema se agrava
cuando introducimos més de una variable independiente (regresién mdltiple), entonces
la eleccién de la forma funcional de las distintas variables puede ser todo lo complicada
que queramos. En ocasiones la teoria econémica (o el sentido econémico) nos sugieren
una forma funcional determinada. También puede resultar 1til el calculo de la tasa de
cambio y la elasticidad de los parametros. La Tabla 4.1 muestra la interpretacién del
cambio en las variables y el cdlculo de las elasticidades de los modelos en niveles y en
logaritmos.

4.3.1.1 Formas funcionales cuadréiticas

La regresiéon multiple permite establecer relaciones funcionales de una variable que no
se pueden tratar o modelizar mediante la regresion simple. En esta seccién y las dos si-
guientes vamos a tratar este tipo de consideraciones relativas a la forma funcional.

Supongamos una relacién cuadrética del siguiente tipo
Y = fy— BiXi + B X7 +e, (4.13)

donde la variable explicativa X; aparece en niveles y al cuadrado. Esta aproximacién se
denomina modelo de regresion cuadritico* porque la funcién de regresion poblacional, es
decir E (Y; | X;) = o — b1 X1 + 52X 12’1-, define una funcién cuadratica respecto de una
sola variable independiente, en este caso, X;. El modelo por tanto relaciona la variable
dependiente Y con una variable independiente X; de un modo no lineal y, pese a que

*Con independencia de los signos de pardmetros poblacionales.
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esto podria parecer a priori de complejo tratamiento, la regresion miiltiple nos permite
tratarla adecuadamente al considerar como variables distintas a X7, y a X;.

La interpretacion del efecto en la variable Y de un cambio en la variable X; serd diferente.
Para ver la relacién entre ambas variables observemos que aproximadamente

AY
AX,

~ (=1 +26:X1) - (4.14)

Lo primero que advertimos es que la variacion esperada en la variable dependiente
Y ahora depende del nivel inicial en el que se encuentre la variable explicativa X;. Lo
segundo es que existird un nivel determinado para el cual la variacién esperada en la
variable dependiente ante un cambio en la variable explicativa sea nula. Si igualamos a
cero la Ecuacion (4.14) obtenemos

_ b
262

Luego, en este caso, a partir del nivel umbral encontrado, el efecto sobre la variacién en
la variable Y serd distinto si la variable independiente estd por encima o por debajo del
mismo. Al ser la segunda derivada positiva, el efecto de X; sobre Y serd decreciente
hasta llegar al valor 3, /203, y creciente a partir de ese momento. Si invertimos los signos,
Y = B0+ 81X1 - B2X 1% + € estaremos ante un maximo, de manera que la relacion serd
creciente hasta 3, /23, y decreciente a partir de ese momento.

— P11+ 20X, =0; Xy (4.15)

4.3.1.2 Formas funcionales con términos que interactdan

En ocasiones es adecuado para dotar de mayor realismo o afinacién al modelo previsto
hacer que una variable explicativa dependa de la magnitud o nivel que alcanza otra
variable independiente. Es como si ambas variables explicativas tuvieran un efecto
parcial no solo aisladamente, sino también conjuntamente. Este tipo de interaccién
se puede considerar introduciendo en el modelo un término nuevo que acttie como
término de interaccién. El caso para dos variables con término de interaccién es

Y = By + 51 Xi 4 BoXo + B3 X1 Xs + ¢, (4.16)

donde la variable producto XX es el término de interaccién. El efecto parcial de X

es ahora
AE(Y|x)

AX,

En ocasiones se reparametriza el modelo para interpretar de forma maés clara el término
de interaccion.

= 01+ B3 Xo. (4.17)

4.3.1.3 Formas funcionales con variables explicativas discontinuas

En numerosas ocasiones nos encontraremos con que algunos de los factores que afectan
a la variable dependiente tienen caracter cualitativo, es decir, son variables que solo
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admiten escala nominal, como por ejemplo género, raza, religién, nacionalidad, regién
geografica, acciones de politica econémica o empresarial, etcétera. En general, se trata
de acontecimientos que solo admiten una valoracién cualitativa. En estos casos se suelen
utilizar variables dicotémicas (también la literatura se refiere a este tipo de variables con
el anglicismo de variable dummy o dummies) para incluir su influencia en el modelo de
regresion.

Cuando el modelo incorpore variables binarias podremos realizar entonces interpre-
taciones similares de los coeficientes estimados, interpretaciones relacionadas con el
efecto parcial o marginal de la variable en cuestion sobre la variable dependiente. Sera
posible hacer interactuar la variable binaria con otra variable no binaria del modelo, y
dotar asi al modelo de regresiéon multiple de nuevas capacidades explicativas sobre la
variable de interés y su relacioén con las variables explicativas.

Podremos igualmente llevar a cabo contrastes de hip6tesis con técnicas robustas a la
heterocedasticidad y/o autocorrelacion sobre los coeficientes del modelo poblacional, de
acuerdo a lo presentado en el tema anterior. Igualmente podremos realizar predicciones
de la variable dependiente para distintos escenarios configurados por determinados
valores de las variables explicativas.

Modelo ANOVA
El modelo ANOVA general tiene la forma siguiente

Yi = 5o+ a1 Dy + as Dy + ..o D + €. (4.18)

Hay, por tanto, m variables dummies. La interpretacion es la misma que en el caso més
simple si las variables dicotémicas son excluyentes, es decir si se trata del andlisis de la
misma caracteristica que tiene m + 1 categorias, en este caso el modelo se denomina de
categorias multiples.

Modelo ANCOVA

Las variables dicotémicas se pueden utilizar, l6gicamente, si la estructura de los datos
es una serie temporal. La variable binaria tomaria valores 1 o 0 en el tiempo en funcién
de si para ese momento temporal se da 0 no un hecho determinado y de interés para el
modelo. La interpretarcion basicamente es la misma.

Supongamos el modelo mds sencillo en el que tenemos una regresion simple a la que
afiadimos una variable binaria

Y, = Bo+ 51Xy + a1 Dy + & (4.19)

A la variable explicada solo le afectan dos factores, la variable cuantitativa Xy; y la
variable dicotémica o binaria Dy,;. La interpretaciéon del modelo (4.19) es la siguiente:
cuando se cumple la caracteristica o acontecimiento al que hace referencia la variable
binaria, entonces el término constante se descompone en la suma del término £, y el
pardmetro de la variable dummy o4 Dy;, mientras que cuando no se cumple, el término
constante es solo . La pendiente no se ve afectada, puesto que estd determinada por el
parametro de la variable cuantitativa 3. Cuando la caracteristica o el acontecimiento
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se cumple, Dy; = 1, el término constante aumenta. Para el mismo valor de la variable
independiente X, la variable explicada Y; aumenta en la cantidad .

Modelos con variables que interactuan con dicotémicas

El caso més sencillo es considerar una regresién simple en la que incluimos una variable
dicotémica que modifica el término constante y que también interactia con la variable
no binaria o cuantitativa. Consideremos el siguiente modelo:

Y = po+aoDy+ i Xy +oa DXy +e;
= (Bo+ agD1;) + (B1 + a1 Dy;) Xui + €.

El primer paréntesis determina el término constante: cuando la dummy tiene valor
unitario, el término constante es 5, + ay, y cuando tiene valor nulo 3, en términos
geométricos, la prediccion se desplaza paralelamente manteniendo la pendiente cons-
tante.

El segundo paréntesis modifica la pendiente. Cuando la variable binaria tiene valor
unitario, la pendiente es 3; + «;; en caso contrario, la pendiente es ;. Las distintas
posibilidades las podemos visualizar también en la Figura 4.1, de manera que en
funcién de los valores que tomen los pardmetros de la variable dicotémica o + a4 las
estimaciones pueden converger, divergir o cruzarse.

Regresién por tramos

Cuando analizamos las interacciones con variables binarias, consideramos el mode-
lo
Y = Bo + aoDri + 81 X1 + a1 D Xy + €. (4.20)

Resulta también f4cil ver que la expresioén (4.20) equivale a calcular dos regresiones
separadas.

Cuando la variable binaria tiene valor nulo, entonces el modelo es
Yi= 5o+ 051X +ei (4.21)
y cuando la dummy tiene valor unitario su expresion es
Y = (Bo + o) + (B1 + a1) X + & (4.22)

Supongamos ahora que la variable ficticia Dy; lo que hace es dividir la variable inde-
pendiente Xy, en dos tramos diferentes, es decir que D;; tiene valor nulo si X;; tiene un
valor menor que un valor determinado j* y unitario si es mayor o igual que ese valor
(D1; =05si Xy;<5*y Dy; = 1si Xy;2>75%). El valor umbral j* se conoce como nudo y para
transformar la funcién en continua para todo el recorrido (que es en lo que consiste la
estimacion de un modelo de regresion por tramos) tenemos que garantizar que en ese
punto ambos tramos coincidan en j*, es decir, se tiene que cumplir que para X;; = j*,
las expresiones (4.21) y (4.22) coinciden

Bo + Brj* = Bo + ao + (B1 + 1) g*;
0=ap+ ayj%; (4.23)
g = —QJ*
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Figura 4.1: Modelos con cambio de pendiente
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de manera que la regresién por tramos consiste en estimar (4.20) por minimos cuadrados
restringidos imponiendo la restriccion (4.23). Sustituyendo (4.23) en (4.20) y operando
tenemos que

Yi = Bo+aoDy+ 51Xy +a1 Dy X+ €
Bo — a1j * Dy + f1.X + a1 DXy + €
= [o+ (1 Xy + a1 Dy (Xy; — j*) + <,

que es el denominado modelo de regresién por tramos.

4.3.2 Seleccion de modelos

De cara a la préctica de la modelizaciéon hemos ofrecido varias alternativas o aspectos
que vamos a sintetizar en esta seccion.

En ocasiones podemos observar que los datos que tenemos para llevar a término un
estudio o responder una pregunta de interés estdn en una escala que no nos resulta
conveniente. Hemos comprobado que en esta situacion habitual podemos modificar la
escala sin cambiar ninguna de las relaciones econdémicas que subyacen entre las variables.
Hemos de usar unas unidades de medida que nos sean ttiles en la practica y que nos
permitan dar sentido y facilitar la comprensién de los coeficientes estimados.

El punto de partida de practicamente todo analisis econométrico es la teoria econémica.
¢Qué dice la teoria econémica sobre una relaciéon determinada de interés?;Qué dice
el sentido econémico? En pocas ocasiones nos vamos a encontrar que la respuesta
explicitamente diga que la relacién es lineal. A veces nos encontraremos que el analisis
econémico puede llegar a sugerir una relacién no lineal. Si bien en muchos casos la
teoria no entrara directamente en esta cuestion explicitamente.

Como quiera que sea, el «econémetra» o la economista debe elegir una forma alge-
braica para establecer la relaciéon econémica. Esto, como hemos visto, requiere elegir
la «transformacién» adecuada de las variables originales. Cémo hacerlo es algo que se
adquiere sin duda desde la practica, e inicialmente no es facil. Para facilitar este proceso
hemos considerado en este tema algunas transformaciones simples como potencias y
logaritmos naturales. Usando estas transformaciones se abre un sorprendente abanico
de posibilidades y de formas.

En la Figura 4.2 hemos representado varias alternativas que nos ofrece el conjugar las
potencias y las relaciones con logaritmos que anticipamos en epigrafes anteriores. Como
vimos entonces, cuando transformamos las variables entonces la interpretacién de los
resultados cambia, pues las variables ahora estan relacionadas de forma no lineal.

En la Tabla 4.1 incorporamos las interpretaciones de los modelos con algunos datos en
logaritmos; también introdujimos el caso cuando algiin regresor estd en forma de poten-
cia. Asi pues, tenemos modelos alternativos que contienen diferentes transformaciones
tanto de la variable dependiente, como de las independientes. M4s atin, algunas de la
formas tienen ciertas semejanzas.
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En términos generales, la guia mds natural para elegir la forma funcional, si bien no es
la tinica y podria matizarse en funcién del problema a tratar, consistiria en:
* (i) optar por una forma que sea consistente con lo que indica la teoria econémica
sobre la relacién,
* (ii) elegir una forma que sea suficientemente flexible para «ajustar» los datos, y
e (iii) elegir una forma funcional que (mejor) asegure que los supuestos son sa-
tisfechos, de modo que los estimadores —en este caso MCO- tengan igualmente

las propiedades deseadas para un estimador. El anélisis de los residuos del (de
los) modelo(s) estudiado(s) serd revelador al respecto de la calidad del modelo

seleccionado finalmente.

Figura 4.2: Formas funcionales

Ecuacién cibica

Ecuacién cuadrdatica

Y =By + B X2
Bo+ By . Y = B+ BuX3

N\ By <0
N

Y B0,
yd ™

4 Bi>0 X
N,
X X
Modelos log-log Modelos log-log
Y = By + pInX
Bo+ B N Y = B, + ByInX

Modelos log-lineal

Modelos lineal-log
¥ = Bo+ pulnX In¥ = fo + uX

Y B> 0
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Resulta enormemente ttil no olvidar que nunca sabemos el «verdadero» modelo, es
decir, la «verdadera» relacién funcional entre las variables socio-econémicas. Nues-
tro modelo seleccionado, tras haber realizado suficientes pruebas y comprobaciones,
siempre serd una aproximacion (y esperemos que ttil).

Recuerde el lector a estos efectos lo comentados en el tema precedente a este respecto:
Cuando decimos que el modelo es una aproximacién nos referimos al hecho innegable
de la excesiva complejidad del comportamiento econémico debido entre otros a la difi-
cultad de medir con precisién (incluso de definir con precisién aspectos determinantes
del comportamiento econémico) y debido a que el economista tiene poco o ningtin
control sobre el fenémeno bajo estudio.

En estas circunstancias resulta demasiado optimista considerar que los modelos econo-
métricos (modelos de probabilidad) propuestos son suficientemente adecuados para
capturar esta complejidad inherente. Por este motivo, resulta més ajustado considerar
que un modelo econométrico (o la modelizacién econométrica) es una cruda aproxima-
cién a la relacién (verdadera) que existe entre los datos observados.

Por ultimo, suele ser tentador usar el R-cuadrado para seleccionar modelos. Sin embargo,
conviene recordar que de los supuestos del modelo lineal ninguno requiere que el R-
cuadrado esté por encima de un valor particular. Asi pues la calidad de la estimacion
de los efectos parciales en la relacion lineal de las explicativas respecto a la esperanza
de la explicada no reside en un valor del R-cuadrado determinado. De hecho es posible
obtener modelos con R-cuadrados bastante pequefios (lo que significa que no hemos
tenido en cuenta varios factores que afectan a Y) y sin embargo esto no significa que
los factores en el error estén correlacionados con las variables explicativas. El supuesto
de media condicional nula es el que realmente determina si obtenemos estimadores
insesgados de los efectos parciales (ceteris paribus) de las variables independientes, y
el tamafno del R-cuadrado no tiene relacién directa con esto. Por tanto, el R-cuadrado
por si solo no es un buen criterio para seleccionar un modelo, pese a la atraccién que a
priori puede tener el disponer un nimero acotado, como el R-cuadrado.

A estos efectos el estadistico F nos puede resultar ttil para probar la significaciéon
conjunta de un grupo de variables; esto nos permite decidir, a un nivel de significacién
particular, si al menos una variable del grupo afecta a la variable dependiente. Sin
embargo, este contraste no nos permite decidir cual de las variables tiene efecto. Cuando
tenemos que seleccionar entre modelos que estdn anidados (uno es un caso particular
de otro), el contraste de la F si puede ser de utilidad. En cambio, si los modelos que
estamos comparando no estdn anidados (uno no es un caso particular del otro), entonces
el contraste F no es operativo para seleccionar entre modelos. En tal caso, el R-cuadrado
ajustado, que vimos en su momento, podria ser ttil si se trata de la eleccién de la forma
funcional con la que entran en el modelo las variables explicativas.

4.3.3 Prediccion con datos de seccidon cruzada

Después de la estimacion de los pardmetros o coeficientes del modelo por MCO es
habitual utilizar el modelo estimado para hacer una prevision de la variable dependiente.

Tema 4. Analisis de regresion con datos de seccion cruzada III



4.3. Formas funcionales, seleccién de modelos, prediccién y andlisis residual 14

La prediccion o pronodstico consiste en valorar el modelo estimado para un escenario
dado por valores particulares (de interés para el usuario) de las variables explicativas.
Es decir, deseamos saber qué valor tomaria la variable dependiente para un vector de
variables explicativas determinado y que denotamos por (X7, X3, ..., X}?), y por tanto
este vector puede ser entendido como un escenario econémico. Supongamos que hemos
estimado el modelo general siguiente

Y = Bo+ 51 X1+ . + B X, (4.24)

y que queremos realizar una prediccién para los valores particulares de las variables
independientes X7, X7, ..., X7 donde el superindice 0 indica valores particulares de las
variables explicativas. La prediccién entonces es

E(Y]X?, ., X)) =Y0 =B+ B X+ ...+ BX]. (4.25)

El estimador de la predicciéon o predictor, expresion (4.25), es un estimador puntual,
y puesto que lo hemos elaborado a partir de las estimaciones minimo cuadraticas,
expresion (4.24), esta sujeto a variacion muestral, es decir, el predictor esta sujeto a la
variabilidad de los estimadores MCO. En consecuencia debemos obtener alguna medida
de la incertidumbre asociada al pronéstico realizado.

La varianza del predictor para la regresion simple y bajo el supuesto de homocedasticidad
es

var (YO |X) = var (Bo + 5 X0 ]X) (4.26)
=(1, xP)var(BX)(1, x7) (4.27)
—o?(1, XO)XX)' (1, x0) (4.28)

20_2 l‘i‘ (X?_X1)2

S (X - X))
=1

: (4.29)

donde la tltima igualdad se obtiene operando algebraicamente y se deja como ejercicio
para el lector interesado. Esta expresion para el modelo de regresién simple se puede
generalizar para la regresion multiple en términos matriciales

var (ffo) = 52 [XO’ (X'X) XO} (4.30)

—o* [0+ (X°-X) (%) (X°-X)|, (4.31)

donde la expresién x'x indica en esta ocasiéon que las variables estdn tomadas en
diferencias respecto de sus medias. Las expresiones (4.26) y (4.30) son ilustrativas al
mostrar que la varianza del predictor y, en consecuencia, también sus errores estandar

aumentan a medida que las variables explicativas se alejan de sus respectivos valores
medios.
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Una forma alternativa de calculo del error estdndar consiste en restar las expresiones
(4.24) y (4.25), de donde operando minimamente se tiene

Y =Y+ 8 (X1 = X7) + o+ B (Xi — X7) . (4.32)

Esta expresion sugiere que el error estandar asociado a la constante en la expresion
(4.32) coincide con el error estdndar del predictor de la expresion (4.25), cuya forma de
célculo es la habitual.

Como hemos dicho, al hacer la prediccién cometemos un error que denominamos error
de prediccion; teniendo en cuenta el modelo poblacional, este error sera

=YY= (By+ B X] + ...+ B X +°) = YO (4.33)

La varianza del error de prediccién es
var (& |X) = var (¢”) + var (}70) , (4.34)
dado que ° y Y° son independientes y el resto de términos de convarianzas entre

X jQYO, j = 0,1, ..., k se anulan. Si utilizamos ahora la expresion (4.26) se tiene

0 v\2
var (€°|X) =¢0” |1+ % + n(Xl ) ;
> (M =X

i=1

Sustituyendo la varianza de los errores var(s") = o2 por su estimador insesgado podemos
estimar )
var (&) = var (Yo) + 6% (4.35)

Una practica extendida consiste en establecer un intervalo al 95 % de confianza. Siguien-
do la regla que ya utilizamos anteriormente, podemos considerar que el valor en tablas
es aproximadamente 2 y, entonces, el intervalo de confianza del predictor seria

VO 4+ 2ee(”) = Y0 £2 { [ee (Yo)} i + &2}é. (4.36)

Como hemos visto anteriormente, con frecuencia la variable dependiente es el logaritmo
de la variable objetivo. Se puede demostrar que cuando la variable explicada esta en
logaritmos, la esperanza de la prediccion en niveles, si se cumplen los supuestos del
modelo lineal clasico y el supuesto de normalidad, es

2
E(Y|X) = Y = exp (%) exp (Bo + 51.X1 + ... + Bk Xk) , (4.37)

de manera que utilizar el procedimiento de estimar la prediccion en niveles a partir de
la expresion Y= exp[in(Y)] es por tanto incorrecto al subestimar el valor esperado, y
debe ser ajustado (multiplicando por exp (%2> ).
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No obstante, el método previsto por la expresion (4.37) es sesgado (pese a ser consistente)
y ademds depende crucialmente de que los errores de la regresion se distribuyan normal-
mente. El problema del sesgo del estimador no se puede tratar facilmente, sin embargo
el de la normalidad si es tratable. Sabemos que cuando los errores no se distribuyen
normalmente, los estimadores MCO tienen buenas propiedades. Basta con suponer que
el error es independiente de las variables explicativas para que podamos realizar la
prediccién consistente a partir de la siguiente regresion minimo cuadrética

¥ = Jexp [zﬁ?} : (4.38)
donde 7 es un estimador de exp(¢). Este estimador se obtiene en tres pasos:
* Obtener los valores ajustados ln/}\/; de la regresién de In(Y') sobre X;, k =1,2,..., K.

e Para cada i, calcular ¢; = exp(ZE\Y;).

* Hacer una regresién simple sin constante de Y sobre ¢. El coeficiente estimado
constituye la estimacién de .

A veces, es ttil examinar observaciones individuales para ver si el valor real de la
variable dependiente estd por encima o por debajo del valor predicho; es decir, examinar
los residuos de las observaciones individuales. Este proceso se denomina andlisis de
residuos.

Los residuos miden la desviacién de los valores ajustados de los valores reales de la
variable dependiente. Se pueden utilizar para:

¢ detectar errores de especificaciéon del modelo;
* detectar valores atipicos u observaciones con un ajuste deficiente; y

* detectar observaciones influyentes u observaciones con un gran impacto en el
modelo ajustado.

El andlisis de residuos, en particular el andlisis visual, puede indicar potencialmente
la naturaleza de la especificacién incorrecta y las formas en que se puede corregir, asi
como proporcionar una idea de la magnitud del efecto de la especificacién incorrecta.
Por el contrario, los contrastes estadisticos més formales de especificacion incorrecta del
modelo pueden ser cajas negras, que producen solo un niimero que luego se compara
con un valor critico. Ademas, si se contrasta al mismo nivel de significatividad (general-
mente 5 %) sin tener en cuenta el tamafio de la muestra, cualquier modelo que utilice
datos reales sera rechazado con una muestra suficientemente grande incluso si se ajusta
bien a los datos.

Para modelos lineales, un residuo se define facilmente como la diferencia entre el
valor real y ajustado. Para los modelos no lineales, la definicién de un residuo no es
Unica.

Quizas la forma mads fructifera de utilizar los residuos es dibujar los residuos frente a
otras variables de interés. Dichos gréficos incluyen los residuos representados:

e frente a los valores predichos de la variable dependiente, por ejemplo, para ver si
el ajuste es deficiente para valores pequefios o grandes de la variable dependiente;
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¢ frente a regresores omitidos, para ver si existe alguna relacién, en cuyo caso se
deben incluir los residuos;

* y frente a regresores incluidos, para ver si los regresores deben ingresar a través
de una forma funcional diferente a la especificada.

Una alternativa relativamente frecuente es contrastar la normalidad de los residuos. Una
primera aproximacion al estudio de la normalidad de los residuos puede ser (pero no
solo) hacer una inspeccién grafica del histograma de los residuos del modelo estimado.
Los software habituales incorporan esta utilidad.

El histograma no es méas que la representacion grafica de una variable. El eje de abscisas
se divide en intervalos, y en ordenadas el nimero de observaciones registradas dentro
de cada uno de ellos {0 su proporcién respecto del total [(n.° obs. del intervalo) /n]}.

Algunos programas nos permiten ademads introducir en el mismo gréfico del histograma
la distribucién tedrica de referencia, en este caso seria la distribucién normal, para
hacernos una idea sobre lo adecuado de la aproximaciénUna variacién es graficar el
valor real de y contra el valor predicho. Sin embargo, esta grafica es dificil de interpretar
si la variable dependiente toma solo unos pocos valores.

Como sabemos, la distribucién normal se caracteriza por ser simétrica respecto a su
media (lo que podemos medir mediante el coeficiente de asimetria S: si es igual a
cero entonces es simétrica) y también por el apuntamiento de la distribucién, es decir,
si es mas alta o menos que la distribucién tedrica normal (lo que también podemos
medir mediante el coeficiente de curtosis K: si tiene el mismo apuntamiento que la
distribucion teérica normal entonces este coeficiente vale tres).

El estadistico Jarque-Bera, /B, es vélido asintéticamente o para muestras grandes y es el
siguiente

JB=n|—+

: 5 (4.39)

2 (K — 3)2]

donde S es el coeficiente de asimetria y K el de curtosis.

El estadistico sigue una chi cuadrado x? con 2 grados de libertad y sirve para contrastar
la hipétesis nula Hy de que los residuos siguen una distribucién normal Hy: los residuos
estimados se distribuyen normalmente. Si el valor estimado es mayor que el de tablas
para un determinado nivel de confianza, entonces rechazamos la hipétesis nula.

A195% de confianza [o al 5 % de significatividad («)] el valor de tablas es 5,99 (x3, =
X3.005 = 5,99), de manera que si el valor empirico de (4.39) es mayor que 5,99 entonces
rechazamos la hipétesis nula y los residuos estimados no se distribuyen normalmente
con el 95 % de confianza.

En el caso de los usuarios de internet el coeficiente de asimetria es 0,0978 y el de curtosis
3,838. El valor empirico del estadistico JB es 5,15 {167[(0,09782/6)+(3,838-3)?/24] =
5,15}, luego no podemos rechazar la hip6tesis de normalidad de los residuos al 95 % de
confianza.
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Este tema estd elaborado como una adaptacién del capitulo 8:
Wooldridge. J. 4th Ed., Introductory Econometrics.

Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Heterocedasticidad.
¢ Consecuencias para los MCO.

¢ Inferencia robusta a la heterocedasticidad en la estimaciéon MCO.

Tests de heterocedasticidad.

Estimacion por Minimos Cuadrados Ponderados.

5.1 Heterocedasticidad.

En los temas anteriores hemos incidido en la relevancia préctica de considerar que, en
los datos de naturaleza econémica, la heterocedasticidad es la norma, y no la excepcién.
Pese a ello, esto no supone en la actualidad un problema de dificil solucién. De hecho,
el modelo de regresion lineal, cuyos supuestos expusimos en detalle anteriormente, y
que seguidamente recopilamos, nos permite estimar y realizar inferencia estadistica
sobre los pardmetros estimados.

Hay varios motivos para pensar que los errores son heterocedasticos. En los modelos
de aprendizaje, por ejemplo, los agentes aprenden por la experiencia y lo normal es que
la variabilidad de los errores se reduzca con el paso del tiempo.

En ocasiones, no pocas variables explicativas (ingresos, beneficios, educacion, renta,
etc.) acenttian la probabilidad de la existencia de una mayor variabilidad en el com-
portamiento de los agentes econdémicos (generalmente porque tienen mas grados de
libertad en su comportamiento). En estos casos lo normal es que la variabilidad residual
aumente a medida que lo hacen las variables explicativas.

La mejora en las técnicas de recoleccién de datos provenientes de los agentes econémicos
también podria significar la potencial comisién de menores errores, lo que reduciria la
varianza de los errores.
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La presencia en la muestra de datos atipicos severos (en el sentido de ser datos muy
diferentes del resto) propicia la apariccion de heterocedasticidad, especialmente cuando
la muestra es pequefia.

La fuente de heterocedasticidad mds preocupante se produce como consecuencia de un
modelo mal especificado (por ejemplo la no inclusién de variables relevantes), o por
una transformacién incorrecta de los datos (estimar en niveles cuando lo correcto seria
en logaritmos o en diferencias). Esta fuente de heterocedasticidad vulnera inicialmente
el supuesto de exogeneidad causando que la esperanza condicionada de los errores ya
no sea nula.

Normalmente el problema de heterocedasticidad es mas frecuente con informacién de
corte transversal, donde las observaciones suelen ser més heterogéneas, que con datos
de series temporales.

Los supuestos bajo los que vamos a desarrollar este tema son los mds generales posibles.
Los recordamos a continuacién

SUPUESTOS DEL MODELO DE REGRESION LINEAL. Las observaciones
(Y:,x;),i=1,2,...,n, satisfacen la ecuacién lineal de regresién
LINEALIDAD

Y =x08 +¢;. (5.1)

MUESTRA ALEATORIA

(X4, Xoiy ooy Xiiy Yi), i =1, ..., n son i.i.d.

EXOGENEIDAD

NO MULTICOLINEALIDAD PERFECTA

E(Xﬁ(;) > 0, donde X; = (XOi7X17L7 ey sz)/ (53)

MOMENTOS ORDEN CUATRO: ATiPICOS POCO PROBABLES
EY;* < ooy laE || X}|| < oo (5.4)

5.2 Consecuencias para los MCO.

Las propiedades que establecimos en temas anteriores respecto a la consistencia e
insesgadez de los coeficientes de las variables explicativas siguen siendo ciertas puesto
que dichas propiedades fueron deducidas bajo los supuestos del modelo de regresiéon
lineal y dichos supuestos no afectan al comportamiento de la varianza condicionada de
los errores, var(e;|x;). Asi pues la heterocedasticidad condicionada no causa en modo
alguno problemas de sesgo ni de falta de consistencia.

Tampoco tiene efectos sobre el R-cuadrado convencional ni sobre su versién corregida.
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Ambos pueden interpretarse como estimadores de un R-cuadrado poblacional de la

forma

0_2

2 €
R =1 o)
donde las varianzas son de la poblacion del error y de la variable dependiente. Ambas
varianzas son incondicionadas, y por tanto no se ven afectadas por el hecho de que
la varianza condicionada del error, var(g;|x;) = E(¢?|x;), sea 0 no constante a lo largo
de i. Si (Y;,x;) son iid, una vez que condicionamos por x;, la media y la varianza

condicionadas pueden variar x;. Lo mismo le suceder4 al error
/
& =Y, —x;8

es decir, serd iid pero una vez que condicionamos por x;, y consideramos la distribucién
de ¢; condicionada a x;, la varianza condicional de esta distribucién puede variar
con x;, pese a la varianza incondicinal sea constante. Por otra parte, sabemos que
los estimadores que incorpora el R-cuadrado (ajustado o no) para estimar o7 y o3
son consistentes, independientemente de si la varianza condicionada es constante o
no.

El problema de tener errores condicionalmente heteroceddsticos, como sucede habi-
tualmente en los datos de seccién cruzada, es que la inferencia se realiza de forma
incorrecta si utilizamos los estimadores de la varianza de los coeficientes deducidos bajo
el supuesto de homocedasticidad condicionada. En particular, dado que esta varianza es
fundamental para calcular el error estandar del parametro estimado, si el error estandar
ee(f3;) es sesgado, también lo seré la inferencia que realicemos a partir estos errores
en presencia de heterocedasticidad, como sucede cuando realizamos un contraste de
significatividad del pardmetro. Lo mismo sucede con los contrastes tipo F'y tipo LM
que vimos en el tema dedicado a los contrastes de hipétesis.

Lo interesante es que en el marco del modelo de regresién que hemos planteado,
es posible obtener errores estandar de los coeficientes estimados de tal menera que
sean validos si hay heterocedasticidad condicionada aunque dicha heterocedasticidad
sea desconocida o incluso si hay homocedasticidad. Este es el objeto del siguiente
epigrafe.

5.3 Inferencia robusta a la heterocedasticidad en la estimacion MCO.

Recordemos, como vimos en la expresion (3.38), que bajo los supuestos de que (Y, x;)
seaiid, E (x; - ¢;) = 0, Xxx = E(xx’) es definida positiva, y momentos de orden cuatros
finitos J
Vit (b — B) % N(0,V),

donde

v=xlox! (5.5)
En esta seccién tratamos la estimacion consistente de V en condiciones no homoce-
dasticas, es decir, se trata de una estimacién general, que tiene como caso particular la
homocedasticidad.
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En el caso homocedéstico y también en el heterocedéstico es fundamental estimar
consistentemente la varianza del término error €. El siguiente resultado garantiza que los
estimadores habituales como 2 = 2 3" | e? 0 s> = - >"" | ¢? son consistentes.

Bajo los supuestos de que (Y;,x;) seaiid, E (x; - ¢;) = 0, Lxx = E(xx')
es definida positiva, y momentos de orden cuatros finitos, resulta que
9 e'e

— D 2 2 __ 2
S'=—p 0 donde o® = E (¢7) .

iAo 2 1 _.n gle X X'X\—-1X'e .2
Demostracion: s* = —c'Me =" ( £ _ER(2R)T I ) . Por un lado, la demostracion del

teorema precedente permite establecer, por Ley de los Grandes Numeros, que (X'X) /n =

nIY (k%) B Sy (Xe) /n=n"t 3 x.6; 2 0. Si usamos las propiedades del opera-
dor limite en probabilidad (plim), se tiene que

X X'X X X X'X X’
plim <E ( )_1E> :plimE plim( ) plim c
n - on n n n n

y por tanto converge a cero. Por otra parte, asintéticamente el término " converge a 1, y como

resultado plim s? = plzma < = plim:; 1 S, €2, es decir, la media de una variable aleatoria. Como
tal es posible aplicar la Ley de los Grandes Ntimeros de nuevo, ya que los supuestos garantizan
que ¢; son iid y que el momento de segundo orden de &7 (esto es, el momento de orden cuarto)

también existe, y por tanto plim (£ Y1, €2) (= plim (s?)) = o™

Una vez que tenemos un estimador consistente de la varianza de los incondicio-
nada de los errores, H. White propuso una forma para estimar consistentemente
Q(= E(e?x;x}) = var(x;g;)) y la recogemos en el siguiente teorema.

TEOREMA: ESTIMADOR CONSISTENTE DE V Bajo los supuestos de
que (Y;,x;) seaiid, E (x; - ¢;) = 0, ¥xx = E(xx') es definida positiva, y
momentos de orden cuatros finitos, resulta que

A

$10%

Ly loy l=Vv

_V_
donde @ = L7 (e2xx) = €e(X'X)/n, y S = (X'X) /n =
n_l Z?:l (Xl 1)'

. . A D .
Por lo dicho anteriormente basta con demostrar £2 — €. Es decir, mostraremos que

fZexl ) B E(e2xx)).

Para ello partimos de

e'le €'X

e'e (X'X) /n = &'Me (X'X) /n = <_ (

n n n

XX\ ! X'e
n

) (X'X).

Sabemos que el segundo término del paréntesis converge en probabilidad a cero, plim -

0. Por tanto plim (e'e (X'X) /n) = plim (%(X’X)) = plim: 3" | (e?x;x}). (a) La Suposiciéon

n
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3.3.2 garantiza que la variable aleatoria (e?x;x/}) tenga definida su media E(e?x;x}) < ooy su
varianza. (b) Igualmente, el supuesto de iid garantiza que la variable aleatoria (£2xl ') también
es iid. Por (a) y (b) se cumplen las condiciones para aplicar la Ley de los Grandes Ntumeros, y

por lo tanto plim: Y7 (e2x;x}) = E(e?x;x}).

El estimador de la matriz de covarianzas, V, permite obtener, para el caso en el que 3
es un vector, los errores estdndar de los parametros del vector,

66(6j),j = 1,2, ,k’ . n_1/2\/ ij

donde el subindice (j, j) indica el elemento j-ésimo de la diagonal principal de la ma-
triz de varianzas y covarianzas. Cuando los errores estdndar son calculados por este
procedimiento es habitual decir que los errores estdndar son robustos a la heteroce-
dasticidad, precisamente porque son asintéticamente vélidos para cualquier tipo de
heterocedasticidad.

Errores estandar asint6ticos: homocedasticidad y heterocedasticidad

Reconsideremos inicialmente la expresion de la varianza asintética de /n (b,, — 3), esto
esen X' QX! bajo los supuestos del modelo de regresion lineal normal expuestos

en otro tema. El supuesto de homocedasticidad quedaba reformulado para muestras
aleatorias simples como E(¢? | x;) = 0> >0 (i =1,2,...,n).En ese caso

Q = E(e7xx)
= E(]E(a XX, | x;))
= E ]E( ; | XZ)Xl )
O’ E(x;X}) = 02Ty,

y por tanto bajo estos supuestos tendriamos que la varianza asintética de /n (b,, — )
seria
Vo= S,08 = 0’2

El estimador mds obvio que podemos utilizar para estimar V, serd
Vo=s> (X'X/n)""

toda vez que s> % o2 y X'X/n 5 3,,, ya que en ese caso V = V.

La cuestion interesante desde la 6ptica del modelo de regresion propuesto en este tema,
es decir, el compatible con la heterocedasticidad, es que este modelo sugiere que la
regresion se interprete como una aproximacion a la funcién de esperanza condiciona-
da. Bajo este punto de vista, vamos a ver que la heterocedasticidad surge de forma
natural.

Si la funcién de esperanza condicionada es no lineal y utilizamos el estimador MCO
para aproximarla, entonces la calidad del ajuste entre la linea de regresion y la funcién
de esperanza condicionada variara con x;. En promedio los residuos serdn mayores
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para aquellos valores de x; donde el ajuste sea mds pobre. La siguiente expresién nos
permite ver el motivo:

E [(¥ - x8)?|xi] =
—E{(Y—E(¥|x) +E(¥ix) - xi8)" Ix: }
= var (¥; x.) + (E (¥ x) - xi8)".

El segundo término es distinto de cero al ser E (Y; |x; ) no lineal. Por tanto, incluso si
var (Y; |x; ) fuera constante, la varianza de los residuos aumentaria con el cuadrado de
la discrepancia entre la recta de regresion y la funcién de esperanza condicionada. Por
este motivo, la utilidad practica nos conduce a optar por usar los errores estandar ro-
bustos. Generalmente se dice robusto porque, en muestras grandes, los errores estdindar
robustos proporcionan contrastes de hip6tesis precisos a partir de minimos supuestos
sobre los datos y el modelo.

Los estimadores consistentes para el supuesto de homocedasticidad y para el caso
robusto a la heterocedasticidad son, respectivamente,

. 1 -1
Vo = s? (EXX) (5.6)

) 1AL 1 / - 1 - 2 / 1 / -
V=308 = (nX X) (n ;(eixlxi)> (nx X) . (5.7)
Es necesario aclarar siempre qué tipo de estimador de la varianza se esta utilizando,
y esto nos indicard bajo qué supuestos (modelo) se estéd trabajando. Estos dos tipos
de estimadores nos conducen a los errores estdndar que generalmente son los més
utilizados. El primero por razones histéricas en la evolucion de la Econometria y de la
del propio software econométrico. El segundo porque es el que se ha establecido como
estimador robusto, si bien hay otras alternativas que a continuacién comentaremos.
Antes, sin embargo, queremos llamar la atencién sobre una cuestién practica en el
uso habitual del estimador robusto (5.7), nos referimos al estimador de la varianza de
v/n (b, — 3), de donde podemos deducir la varianza de b,

vat (b) = n”! (X'X)l Q (XX)

n n

La segunda observacion es que la matriz 2 en ocasiones es ligeramente distinta dado
que estamos ajustando el potencial sesgo a la baja debido a la estimaciéon de K =k + 1
coeficientes de regresion, al dividir entre n — K en lugar de entre n. No obstante, los
resultados asintéticos son equivalentes.
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Errores estandar asintoéticos: alternativas robustas

Si retomamos la expresion de la varianza teérica del vector de discrepancias entre los
parametros estimados y verdaderos, que dimos en la expresién (3.38), dicha expresion
podemos reescribirla de esta manera

V=xl0o%_!
= L E(elxx)) S
=X XE(EH)XZ, L, i=1,..,n.

XX

La matriz de varianzas y covarianzas del error, E(¢?), i = 1,2, ...n, recoge las varianzas
de los errores para cada elemento de la muestra, y las potenciales covarianzas entre los
distintos errores individuales. Bajo el supuesto de muestreo aleatorio, estas covarianzas
son nulas. Por tanto, la matriz E(¢?) no es mas que la matriz diagonal que definimos
como

E(e€') = diag(o}, 03, ...,02),

n

que en el caso especial de errores homocedasticos se reduce a la matriz I,,02.

En el caso heterocedastico, la varianza condicionada de v/n (b,, — 3) es
var (vn (b — 8)|X) = var (T X'Z..XZ [X),

donde X.. = E(ee’|X); de manera que entonces la varianza condicionada del estimador
MCO, b, ser4, utilizando la definicién de ¥4, = E(X'X),

var (b]X) = - (XX) ! (X'S..X) (X'X) ') =

(%X’X) B (% (X’ZseX)) (%X’X) _1.

Un estimador de la varianza condicionada del estimador MCO que fuera robusto a la
heterocedasticidad consistiria en localizar estimadores de .. = E(e€’). El estimador
consistente de White del Teorema 5.3 se basa en utilizar los residuos estimados, es
decir, X, = e'e = diag(e?, €3, ...,e2), que define exactamente a Q& = 1 37 (e?x;x]) =
e'e (X'X) /n.

Una segunda alternativa es utilizar los residuos MCO, pero estandarizados. Para obtener
la expresiéon matricial de los residuos estandarizados recurrimos a la expresion del
proyector M, que recordemos era

M=1I,-P=1I, - X(XX)"'X,

nxn
cuyos elementos de la diagonal principal los denotamos por (1 — h;;) parai = 1,...,n. El

elemento h; = x;(X'X)"x/, que es el elemento i-ésimo de la diagonal principal de la
matriz de proyeccién P. Llamamos

M* = dl(lg {(1 - hu)_l, (1 - h22)_17 ) (1 - hrm)_l} :
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Los residuos MCO los podemos expresar

My =e
M(e+ X3) =e
Me =e.

Si queremos estandarizar los residuos e a fin de que tengan una varianza condicionada
constante, entonces primero vemos coémo es la varianza condicionada, y posteriormente
re-escalamos. La varianza es

var (e|X) = var (Me |X)
= Muvar (e |X),

por lo que el factor de escala consiste en dividir cada e; por la raiz cuadrada del
elemento i-ésimo de la diagonal principal de la matriz M. Por tanto el residuo estandar,
e, seria

ef = (1= hy) e,

o0 matricialmente
et = M*/2e,

A partir de los errores estandarizados e*, estimamos .. = E(ee’) del siguiente mo-
do

_ . .
3. =eve’ = diag(e}?, e’ ..., ).

5 Cp

En este caso tendriamos que © = le*e*(X'X). Y por tanto, la matriz de varianzas
robusta a la heterocedasticidad seria

var (b[X) = (%X’X) B (l (X’EEEX)> (lX’X> =

n n
_(1xx R R Lxx -
—\5 5;(% X;X;) n .

Ofra tercera alternativa para obtener un estimador robusto a la heterocedasticidad
es utilizar el residuo de la predicciéon MCO, més conocido como error de prediccion.
Ahora vamos a dar una formulacién matricial que complementa lo tratado en dicha
seccion.

La estimacién de residuos MCO, e;, no son los verdaderos errores que cometeriamos
al hacer una prediccién, dado que su construccién estd basada en la muestra completa
incluyendo, por tanto, Y;. Este término de la variable a explicar Y; no estd disponible
cuando haces su prediccion. Una prediccién adecuada de Y; deberia basarse en las
estimaciones utilizando solo las observaciones distintas de la i-ésima. Esto se puede
hacer facilmente definiendo el estimador MCO del vector 3 que deja dicha observacién
fuera del proceso de calculo, es decir, se obtiene en realidad a partir de la muestra con
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n — 1 observaciones, al excluir la observacién i-ésima:

B(—z‘) = (n i 1 i (XjX}))_ (n i 1 ixj%)

j#i J#

= (X{_yX) " Xy

Una expresion util alternativa a estas dos tltimas es

-~

By =b—(1- hii) T (X'X) " xie, (5.8)
cuya obtencién se encuentra en el Apéndice técnico de este tema.

La prediccién para Y; con el estimador MCO que excluye (deja una fuera) del vector 8
es
Y =B,

y el error de prediccién o residuo del estimador MCO «excluyente» es la ecuacion

7

A partir de esta expresion del error de prediccion, y utilizando (5.8) tenemos

e =Y - X;'B(—i)

=Y —x/b+ (1 — hy) 'x,(X'X) xse;
= e; + (1 — hit) " haes
= (1 — hy) e

Esta ultima expresién nos indica que el computo del error de prediccién solo requiere
un ajuste lineal en el residuo MCO.

Utilizando este residuo o error de prediccién, como deciamos antes, podemos estimar
la matriz 3., = E(ee’) del siguiente modo:

- skl sk . *%2  kk2 *%2
Yiee = €7e™ =diag(e]™ 5, . e ).

En este caso la matriz tendriamos que Q= Le*’'e*(X'X). Y por tanto, la matriz de
varianzas robusta a la heterocedasticidad seria

- () (L) ()
B (%X’X)_l (% i<€?*2xi><2)> <%Xx) o

Estos tres estimadores robustos de la matriz de varianzas y covarianzas difieren entre
ellos por los distintos estimadores utilizados para estimar la matriz €2. En la demostra-
cién del Teorema 5.3 hemos usado un estimador consistente de dicha matriz, es decir
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-~ p . L = ~ ., .
Q — Q. Para verificar que sus homoélogos 2 y €2 también son consistentes basta con
comprobar que cuando n — oo sus respectivas diferencias 2 — Q2 y 2 — €2 convergen a
cero en probabilidad. La demostracién consiste en demostrar que asintéticamente la
influencia de cualquier individuo de una muestra grande es despreciable, esto es

max h;; = o,(1).

1<i<n P (1)
Los estimadores robustos alternativos que hemos propuesto no aparecen en todos los
paquetes informaticos. Cuando lo hacen para localizarlos, habitualmente, tenemos que

sefialar la opcién de estimadores robustos, y posteriormente optar por los que estdn
disponibles, que suelen denotarse mediante los acrénimos hcl, he2,...

5.4 Contrastes de heterocedasticidad.

Los errores estandar robustos a la heterocedasticidad vistos anteriormente son en la
actualidad la forma mds comun de enfrentarse a la heterocedasticidad en los anédlisis
de datos de seccién cruzada. No en vano, los errores estandar robustos proporcionan
una forma sencilla de calcular los estadisticos tipo t con una distribucién asintética
conocidad con independencia de que esté presente la heterocedasticidad. Lo mismo
sucede con los contrastes tipo F y LM robustos a la heterocedasticidad.

Por otra parte, en ciertas situaciones es interesante desde un punto de vista econémico
saber si la varianza condicionada es una funcién de los regresores. En estos casos, la
literatura ofrece varios constrastes estadisticos de homocedasticidad (heterocedastici-
dad). Es importante considerar este marco para saber para qué y para qué no sirven
los contrastes de heterocedasticidad. Utilizar un contraste de este tipo para determinar
si utilizar MCO u otra técnica de estimacion (ver siguiente apartado), o para saber
si usar errores estdndar habituales o los robustos, constituye un uso relativamente
poco adecuado de un contraste de hipétesis sobre heterocedasticidad. Un contraste
de heterocedasticidad deberia utilizarse para contestar a la pregunta de si la varianza
condicionada es una funcién de las variables explicativas siempre se tenga interés
realmente en la forma de la varianza condicionada.

Se han propuesto muchos contrastes de heterocedasticidad y generalmente los progra-
mas especializados los realizan de forma rutinaria. Algunos de ellos son capaces de
detectar de forma directa la heterocedasticidad, pero no contrastan de forma directa el
supuesto de que la varianza de los errores no depende de las variables independientes.
Nos limitaremos en esta seccién a indicar el contraste de Breusch-Pagan y el contraste
de White.

Partimos del modelo lineal general, esto es
Yi = fo+ B1Xui + o Xoi + . + Be X + €4,

junto con el resto de supuestos que hemos determinado al comienzo del tema y que
configuran el modelo de regresiéon. Recordemos que este conjunto de supuestos no
incorpora el de homocedasticidad

Hy : var (g, X) = var (¢;) = E (¢}) = o°. (5.9)

(2

Tema 5. Analisis de regresion con datos de seccion cruzada IV



5.4. Contrastes de heterocedasticidad. 11

El objetivo es contrastar si ¢;* se relaciona, en valor esperado, con una o més variables
explicativas. Una forma simple es suponer una funcién lineal del tipo siguiente

8? =y + a1 X1; + aaXo; + ... + ap Xy + ¢, (510)
que en el caso de homocedasticidad de la expresion (5.9), se cumple (5.10) si

H()IOq:CYQ:...:Oék:O.

Para contrastar la homocedasticidad de los errores de la expresion (5.1), podemos
utilizar un estadistico tipo F' de significatividad global de las variables explicativas de
la expresion (5.10), que tiene una justificacién asintética.

Evidentemente nunca conoceremos los verdaderos errores ¢; pero si su estimacion é;. El
uso de los residuos MCO en lugar de los errores no afecta a la distribucién asintética de
estadisticos tipo F o LM. Asi pues, podemos estimar

€2 = ag + a1 Xy; + aaXo; + ... + p Xpi + ;. (5.11)

Desde esta regresion del cuadrado de los residuos del modelo original, se construyen
los tests. Como hemos visto anteriormente, los estadisticos F' dependen del R? de
la regresién (5.11), para no generar equivocos nos referiremos al R-cuadrado de la
regresion secundaria como RZ,. El estadistico F' en consecuencia es

Rk
(1-R%)/(n—k—-1)

que se distribuye, bajo la hipétesis nula, como una F' de Snedecor con k y n - k - 1 grados
de libertad (F —k—1)-

También podemos construir y utilizar el estadistico de tipo LM, que se calcula:
LM =n- R%, (5.12)

que se distribuye, bajo la hip6tesis nula, como una chi cuadrado con £ grados de libertad
Xk

A esta tltima forma de efectuar el contraste se la conoce como contraste de heterocedas-
ticidad de Breusch-Pagan (BP-test). Si el valor empirico del contraste BP es mayor que
el valor critico para un determinado nivel de significatividad entonces rechazamos la

hipétesis nula de homocedasticidad y en consecuencia concluimos que los residuos son
heteroceddsticos.

Halbert White propuso un contraste parecido al de BP en el que de un modo muy intui-
tivo afiade los cuadrados y productos cruzados de todas las variables independientes
(distintas de la constante) de la expresion (5.11).

La légica subyacente al contraste es que el supuesto de homocedasticidad puede ser
reemplazado por uno menos exigente. En concreto, bastaria que el cuadrado de los
errores estuviera no correlacionado con ninguna de las variables explicativas, ni con sus
cuadrado y tampoco con los productos cruzados entre variables.
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En el caso de dos variables explicativas, el test consistiria primero en estimar

é? = ap + a1 Xy; + ao Xy + a3 X1; Xo; + 044X12i + 045X22i + u;

Seguidamente, en construir el estadistico de contraste tipo LM ya mostrado en la
expresion (5.12).

Si el nimero de variables explicativas crece, el nimero de pardmetros a estimar crece
de forma no lineal, y se pierden grados de libertad. En efecto, con tres regresores,
tendriamos un modelo con nueve variables independientes y una constante; pero cuatro
regresores, tendriamos catorce mds la constante, y asi sucesivamente. Un recurso para
evitar la pérdida de grados de libertad es usando los valores estimados de la variable
dependiente, Y;. Esto es asi porque estos valores estimados son una combinacién lineal
de los parametros, de modo que haciendo el cuadrado de esta combinacién lineal
recogeriamos una combinacién de cuadrados y producto cruzados. Esta idea conduce a
utilizar la siguiente regresion para reconducir el test de White

522 :a0+a1}7i+a2f/i2+v
En tal caso los contrastes tipo F y tipo LM utilizarian la hipétesis nula
H() L0 = O = 0

y bajo esta nula de homocedasticidad, los contrastes tendrian las ditribuciones comenta-
das anteriormente pero con muchos menos grados de libertad.

5.5 Estimacién por Minimos Cuadrados Ponderados.

Una de las consecuencias de tener heterocedasticidad es que el estimador MCO ya no es
el mejor estimador lineal insesgado. En esta secciéon veremos por qué y como es posible
obtener un mejor estimador que MCO cuando se conoce la forma de heterocedastici-
dad.

La cuestion relevante es la forma que presenta el estimador MCO cuando considera-
mos la varianza de este estimador. Para ello comprobemos cémo es la varianza del
estimador de coeficientes MCO en el modelo de regresiéon anterior, que no excluye la
heterocedasticidad condicionada:

La matriz de varianzas del vector error de regresion e es la matriz n x n siguiente:

Yo = E(e€' |X),

donde el elemento i-ésimo de la diagonal principal es

E(e |xi) = o2,

mientras que los elementos fuera de la diagonal de la matriz ¥..son

E(&Tiéj ’X) = E(gz |Xi)E(€j |Xj) - 07
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al ser independientes las observaciones j e i-ésimas (por el supuesto de muestra aleato-
ria) .

La varianza del estimador MCO, (X'X)™'X'y = A'y, donde definimos A(X) =
X(X'X)~! sera entonces

var (B |X> = var(A'y |X)
= var (A’e |X)
= A A
(X'X) ' XS X(X'X) ™,

que no es mds que una versiéon ponderada de la matriz X'X al ser el término

n
X'Y X = E X; X072
i1

Observamos pues que la var (B |X> 0, mejor, su versién convenientemente escala-
da,

var (\/ﬁ (B — ﬁ) |X> = nvar (B ]X)
= n(X'X) ' X'S.X(X'X) !

1 / - 1 / 1 / —1
= (=X'X XS X [-X'X])L,  (5.13)
n n n

no es tan facilmente accesible dado que desconocemos los n elementos de la matriz 3../.
Noétese que en el caso homocedastico, esta matriz se reduce a una matriz diagonal en la
2 2

que todos los elementos de la misma son iguales a 07 = 07 = 0”.

Paralelamente, también sabemos por el teorema de Gauss-Markov que el estimador
MCO de los coeficientes del modelo lineal de regresiéon homocedéstico es el de menor
varianza de entre todos los lineales e insesgados, si bien es cierto que esto solo es
correcto en el caso tedrico de la homocedasticidad. Por el contrario, en el modelo de
regresion lineal planteado en el recuadro, el estimador lineal e insesgado de menor
varianza es diferente. Para verlo con claridad consideremos que, por los motivos que
fuera, la varianza condicionada del error var(g; [x;) = o7 es conocida.

Para verlo con claridad consideremos que, por los motivos que fuera, la varianza
condicionada del error var(e; |x;) = o2 es conocida.

El objetivo es como podemos utilizar esta informacién para transformar la expresion
(5.1) de forma que podamos estimar los parametros con errores homocedasticos.

Dividiendo la Ecuacion (5.1) por su desviacién tipica o; conocida conseguimos que los
errores sean homoscedasticos,

Y; Xy Xo; Xki i
fzﬁ—?+ﬁ1 1'—|—52 ?+...+Bk k—l-g—.

0; g; i 7 g; g;
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Haciendo un cambio de variable podemos escribir:
Y = BoXg; + L1 Xy + B Xy + o+ B Xy +Ef (5.14)

Es fécil observar que ahora la varianza de los errores es constante

2 2 2 2
(EXZ) :E(i"‘i>:M:&:1'
a;

of

Por tanto, la expresion (5.14) tendria errores homosceddsticos. A estas expresiones se las
conoce con el nombre de estimador de minimos cuadrados ponderados (MCP) puesto
que todas las variables estan ponderadas por 1/0;. Si al ponderar adecuadamente
logramos que el modelo sea homocedastico, entonces estariamos bajo las condiciones
de aplicabilidad del teorema de Gauss-Markov, y la expresion del estimador MCO ya
no serd la de menor varianza. Ahora el estimador lineal insesgado 6ptimo (de minima
varianza) seria una versiéon adecuadamente ponderada por la inversa de la desviacién
tipica del error de cada observacién. La expresion matricial es la siguiente

var (e} |x;) =E [(] |xi)’] =E

ee’

Bucp = (X*/X*> B X'y = (X'E_IX)_1 X'By. (5.15)

Aunque pueda resultar evidente, conviene observar como se obtienen las matrices y
vectores transformados

1o 0 .. 0 X} 1oy 0 .. 0 Y)

. 0 1/o9 0 X4 . 0 1/o9 0 Y5
X" = : - : : Y= : - : :
0 ]_/O'n X/n 0 1/0n le

y de este modo comprobamos que el lado derecho de la expresion (5.15) se obtiene
tacilmente tras observar qué forma tiene la inversa de la varianza heterocedéstica

2

/o2 0 .. 0 1oy, 0 .. 0
o 0 1/02 0 0 1/o 0
0 1/02 0 1/oy,

es decir hemos descompuesto X_, en el producto de dos matrices, que podemos denotar
por V, es decir X, = V'V.

La Ecuacién (5.15), al ser ELIO, implica que el estimador [3 vco seria ineficiente en un
contexto tan general y habitual como es el heterocedastico. No obstante, para poder
utilizar un estimador lineal e insesgado mads eficiente seria preciso salirnos de los
supuestos del modelo de regresiéon que hemos indicado al comienzo del tema, dado
que para poder utilizarlo precisamos suponer que contamos con cierta informacién
sobre la funcién de varianza condicionada var(g; |x;) = o7. En este sentido se puede
observar que la matriz de covarianzas condicionadas tiene n pardmetros desconocidos,
que aumentan con el tamafio muestral. Por tanto se necesita parametrizar esta matriz a
fin de hacerla operativa. A continuacién tratamos cémo estimariamos si dispusiéramos
de este tipo de informacién.
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Minimos cuadrados ponderados cuando conocemos la forma funcio-
nal de la heterocedasticidad

Como hemos de realizar al menos un supuesto adicional, consideremos que la va-
rianza condicionada del error es conocida salvo por un factor de proporcionalidad; es
decir

Var(ei |Xz) = )\h(Xl),

donde h es una funcién que suponemos conocida y A es una constante. El estimador
MCP, como hemos visto anteriormente, se obtiene siempre dividiendo la variable depen-
diente e independiente por la raiz cuadrada de  y luego haciendo la regresién por MCO
de la variable dependiente transformada y el regresor también transformado.

Como hemos visto anteriormente en este procedimiento, conocer parcialmente la forma
de la varianza del error, nos permite transformar el término error heteroceddstico en
un término error transformado de modo que ahora ya es homocedéstico. Por tanto,
aplicar MCO a dicho modelo transformado nos conduce a estimadores ELIO, ya que se
cumplen los supuestos del teorema de Gauss-Markov.

La cuestion obvia es que en la practica desconocemos la funcién b, y por tanto la pro-
puesta no es factible o realizable, al no poder llevarse a cabo. No obstante se suelen
indicar algunos supuestos tentativos sobre el patron de heterocedasticidad (especial-
mente ttiles en el caso de regresién simple), a fin de hacer factible el método de los
MCP. Veamos algunos casos.

Caso I. La varianza de los errores es proporcional, digamos, a una de las variables
explicativas, por ejemplo a X7,, es decir que

var(e; | X;) = o X2,
Entonces estimamos la regresion (5.1) ponderada por X y;

Y, X €

Xh_ﬂoxlfﬁﬁ@xlf IR

Esta expresion nos conduce a (5.14), y por tanto a una situacién homocedastica.

Es decir,
2
&
(Xz‘ Z)

Podemos comprobar que este Caso I es facilmente aplicable a situaciones similares
como pueden ser que consideremos que la varianza condicionada del error sea
proporcional a X; o incluso a una combinacién lineal de las variables explicativas,
como es el caso de utilizar una varianza condicionada proporcional al valor medio
de la variable Y;. En uno y otro caso tendriamos modelos transformados del tipo
siguiente:

E[(c} x:)’] =E

2 E (2 |x; 2x2
—F < 812 |Xz) — (81 2|X ) — g 211 — 0_2‘

Y, Xki €;
=4 Biv/ X + 8 +..+8 + —,
X \/ u X \/Xh "X VX
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T R . TR N A

Vi f Vi VY VY
en ambos casos los modelos ahora serian homocedasticos'. El considerar uno
u otro caso dependerd criticamente del tipo de relacién econémica que se esté
estudiando.
Otro tipo de relacion que se puede dar dentro de este tipo de situaciones (Caso I)
es que se diera la situacion en que la muestra pudiera ser dividida en dos (o més
grupos), teniendo cada grupo una varianza distinta. Podriamos estimar dichas
varianzas a partir de los residuos de cada uno de los grupos, y transformar el
modelo para hacerlo homocedéstico, para lo cual seguir la misma estrategia de
dividir el modelo entre la desviacién tipica estimada en cada uno de los grupos
(supongamos por simplificar que hubiera solo dos, 61, 611):

YI Xoi(1 Xki(ry | €i1) .
() ﬁO 5#"“*‘&]{:#"{—%72:177]\[1
)/; 1 Xi &; .
A(II) = ﬂ 0(I1 211) + ... ‘I‘Bk If(II) + A(II)7Z = 17 "'7N[]7
orr U orr orr1 orr
N = Ny + Nyy.

Obsérvese que el modelo prevé que los coeficientes que recogen los efectos par-
ciales de las variables explicativas son los mismos para las dos submuestras,
mientras que los interceptos (términos independientes) no lo son. Por otra parte,
estos modelos ponderados son ahora homocedésticos, y por tanto su estimacién
de 3;j =1, ..., k es mas eficiente que MCO.

Con caracter general, ha de tenerse en cuenta que en ocasiones puede resultar
util reducir la heterocedasticidad considerando las variables en logaritmos. De
hecho transformar a logaritmos comprime las escalas en las que las variables
(dependientes e independientes) son medidas, por tanto se produce una reduccién
en la diferencia entre valores.

Caso II. En este caso, a diferencia del anterior, consideramos que es necesario estimar
la varianza condicionada. En la mayoria de las situaciones la forma de la hetero-
cedasticidad no es conocida de manera que es dificil encontrar la funcién de las
variables independientes h(X) que determina la forma de heterocedasticidad. Pero
podemos estimarla h(X), y su utilizacién, en vez de la verdadera funcién h(X), se
suele denominar MCP-factibles.

Hay distintas formas de modelizar la heterocedasticidad, una posibilidad es

var (52| X) = 0'2 exp (Oé(] + Oélei -+ O[2X2i + ...+ OékX]ﬂ) .
Es decir, incluimos el supuesto de que
h (X) = exp (O{O + a1 X1 + aaXe; + ...+ OékaZ) . (516)

En este caso utilizamos la funcién exponencial para garantizar que h(X) tenga
valor positivo. No conocemos sin embargo los coeficientes de la ecuacién anterior

!En la tltima ecuacién, también podriamos incluir la eventualidad de que la varianza del error fuera
proporcional al cuadrado del valor esperado de Y}, en tal caso, habriamos de ponderar por 1/Y;.
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(si los conociéramos, entonces aplicariamos MCP tal y como en el Caso I). Por
tanto es preciso estimarlos. Bajo el supuesto de que se cumple (5.16) podemos
escribir

e2 = o exp (g + a1 X1 + o Xo; + oo 4+ @ X)) 4.

Suponiendo que u; tiene media unitaria y que es independiente de las variables
explicativas. podemos escribir

In (512) = (So + oo + O[1X17; + O[2X2i + ...+ O./kai + e,

donde ¢; tiene media nula y es independiente de las variables explicativas. Esta-
mos atn en una situacién no implementable en la practica dado que los errores
de la expresion (5.1) los desconocemos. No obstante, si conocemos los errores
estimados, €; en la regresion inicial MCO, y estos los podemos utilizar para esti-
mar consistentemente los pardmeteros de la ecuacién logaritimica, es decir que
estimamos

In (é?) = 50 + o + Oleh‘ + OZQXQZ’ + ...+ OékaZ‘ + e;.
Haciendo ¢; = In (¢?), la estimacion de h(X) es
h(X) = exp (§:) -

Finalmente utilizamos 1//'/2 (X) como ponderacién en la expresién (5.1) como
hicimos en los casos precedentes:

Y 2
+ b1 +
Jrx \/ \/ \/ V hX)Jhx
Naturalmente i(X) puede tomar otras formas dependiendo del problema. Por
ejemplo, podriamos considerar que

Val'(gi |Xz) = 90 + 91X12i700 > 0, 0, >0

—|— .+ Bk

lo que nos llevaria a tener que estimar var(e; \X ). Esto lo harfamos a partir de
los residuos MCO haciendo la regresion de é? sobre X7, sujetos a la restriccion
6y > 0,60, > 0. Esto nos llevaria la expresion fact1ble de

que utilizarfamos para formar la nuevas variables explicativas transformadas

(ponderadas)
Xki Ei

i = ! BNy 4 +
JVarE X)) Ve X)) Nare [ X) Nar(e X)) J/Nar(e X))

En general, podriamos contemplar casos en los que podemos intentar modelizar,
basados en el tipo de problema que estamos analizando, la (X)) y por tanto la
varianza condicionada var(s; | X;) haciendo que esta no solo dependa de una de
las variables explicativas, si no también de otras variables del modelo especificado
o incluso de otras que no estén en la funcién de regresion poblacional. Siempre que
tengamos datos correspondientes, podremos hacer una estimacion factible con sus
correpondientes restricciones a fin de caracterizar a una varianza, y posteriormente
transformar el modelo a estimar.
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Tanto en un caso como en otro, conviene recordar que hemos afiadido supuestos que
nos permitan transformar el modelo heterocedéstico en un homocedastico, y luego
procedemos con la estimacion MCO, que en caso de haber modelizado adecuadamente
la varianza condicionada de los errores, nos conduciria asintéticamente a estimadores
mads eficientes que los MCO.

Obsérvese también que a partir de la estimacién por MCP, que nos permite estimar
los valores de los coeficientes, podemos construir intervalos de confianza para los
coeficientes estimados y utilizaremos para ello los errores estdndar tipicos de los casos
tedricos de homocedasticidad.

Cuando NO conocemos la forma funcional de la heterocedasticidad

En realidad, como vimos anteriormente, hay otra alternativa para solucionar el efecto de
la heterocedasticidad: utilizar los estimadores de los errores estdndar robustos. Asi pues
se presentan dos opciones: o bien estimamos los coeficientes 3 por minimos cuadrados
ponderados B Mvcp, 0 bien los estimamos por MCO B vco, Y luego utilizamos los errores
estdndar robustos a la heterocedasticidad. Para decidir qué usar en la practica veamos
las ventajas y desventajas de uno y de otro método.

Una ventaja de MCP es su mayor eficiente respecto del estimador MCO de los coefi-
cientes del modelo de regresién original, al menos asintéticamente. La desventaja es
que necesariamente requiere conocer la funcién de la varianza condicionada y estimar,
adecuadamente, sus correspondientes parametros. En la practica habitual no se conoce
dicha funcién, y tenemos que postular cuél es. De hecho si hemos especificado incorrec-
tamente la forma funcional de la varianza condicionada, entonces los errores estandar
calculados por MCP no son vélidos y nos conducirian a conclusiones erréneas.

La ventaja de usar errores estdndar robustos a la heterocedasticidad es que asint6-
ticamente proporcionan valores validos para llevar a cabo inferencias incluso si se
desconoce la forma de la funcién de varianza condicionada. Afortunadamente en la
actualidad el software econométrico incorpora esta opcién lo que facilita un uso a bajo
coste para el usuario.

Considerando pros y contras, junto con el hecho de que en la practica raramente
conocemos la expresién de la varianza condicionada del error, parece oportuno y mas
sencillo utilizar errores estdndar robustos sin necesidad de hacer elucubraciones sobre
la varianza condicionada.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Predicciéon. McGraw Hill

Stock J. and Watson J. Introduccion a la econometria. Pearson.
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Otras técnicas de estimacion

Este tema estd elaborado como una adaptacién de

Wooldridge. J. Econometric Analysis of Cross Section and Panel Data. Capitulo
8 apartados 8.1, 8.2, 8.3 y 8.5; Capitulo 12 apartado 12.10; Capitulo 21 apartados
21.1-21.3. Asi como de la bibliografia complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ El estimador de momentos.
¢ Estimacién por el método generalizado de los momentos (GMM),.
* Regresion cuantilica.

e Estimador diferencias en diferencias.

6.1 El estimador de momentos

Revisamos inicial y someramente lo que ya hemos visto para asi contextualizar alguna
técnica de estimacion alternativa a las ya expuestas.

Los economistas suelen utilizar la regresion lineal para cuantificar una relacién entre
variables econémicas. Una regresion lineal entre Y y X es una relaciéon de la forma

Y =xB+¢

donde 3 y € se eligen de tal manera que € no esta correlacionado con x (que normalmente
incluye un término constante). Por lo tanto, el vector de pardmetros 3 satisface la
condicién
Ex(Y-x'8)]=0 (6.1)

Si E(xx/) tiene rango completo, entonces el sistema de esperanzas tiene una solucién
Unica

B =[E(xx) " E(xY) (6.2)
Una propiedad importante de la regresion lineal es que es un predictor 6ptimo de Y
dado x en el siguiente sentido

8= arggnmE [(Y - X/b)z]
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Es decir, minimiza el cuadrado del error de predicciéon lineal esperado. Es por eso que
x’B3 se denomina "mejor predictor lineal" o "proyeccién lineal".

Ademés, si la expectativa condicional de Y dado x es lineal, resulta que coincide con el
predictor lineal. Si altenativamente, E(Y |x) no es lineal, entonces la proyeccién lineal es
una aproximacién 6ptima a ella en el sentido de que

8= arggnmE {[E(Y!x) - x’b]Q}

Es por eso que a veces la notacién E(Y|x) = x/3 es utilizada ya que enfatiza la proxi-
midad de los conceptos de proyeccion lineal y expectativa condicional. Por lo tanto, 3
es un vector con informacion ttil si estamos interesados en una prediccion lineal de Y
dada x, o si estamos interesados en estudiar cémo cambia la media de Y para diferentes
valores de x, y pensamos que E(Y|x) es lineal o aproximadamente lineal. La regresiéon
lineal también puede ser de interés como relacién estructural o causal entre Y y x si
tenemos razones a priori para creer que los determinantes no observables de y no estan
correlacionados con x.

Si estamos interesados en una relacién estructural entre Y, x, y unas variables no
observables u
Y =xd+u

tal que u esté correlacionada con al menos algunos de los componentes de x, entonces
claramente 6 # 3, en general. En muchas situaciones de interés en econometria, 5 puede
considerarse como la solucién de ecuaciones de momento de la forma

Elz(Y — x'8)] = 0 6.3)

donde z es un vector de variables que a priori se puede suponer que no esta correlacio-
nado con u a estas variables las llamaremos variables instrumentales méas adelante en
este temario'. Si E(zx/) tiene rango completo, entonces el sistema de esperanzas (6.3)
tiene una solucién tinica. Ademds, si z y x son de la misma dimension, se tiene

d = [E (zx)] ' E (zY) (6.4)

Pues bien, obsérvese que las ecuaciones (6.2) y (6.4) pueden describirse como "proble-
mas de momentos" porque los pardmetros de interés resuelven ecuaciones sobre los
momentos.

De acuerdo con el principio de analogia, dada una muestra representativa {Y;, x;,2;},7 =
1,...,N, elegimos como estimador candidato para una caracteristica poblacional, la mis-
ma caracteristica definida en la muestra. De esta forma, los coeficientes de regresion

lineal muestrales resuelven

1 & ,
N;[Xi (Y; —xiB)] =0

'En este punto puede considerarse oportuno trabajar el Tema 8 de este bloque para facilitar la lectura,
si bien puede continuarse la lectura sin ninguna dificultad si el lector estd familiarizado con el concepto y
técnicas basadas en variables instrumentales. En caso contrario, es posible que sea conveniente leerse el
Tema 8.
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arrojando el estimador MCO

-1 N

N
BMM = [Z XiX;] Z X;Y;.
i=1 i=1

Del mismo modo para la estimacién con variables instrumentales, se tiene la contrapar-
tida muestral de las restriccién poblacional, es decir,

N
1
oDl (Vi - x(8)] =0
=1
con solucion

R N -1 N
VIV [Z ZiX;] Z z;Y;.
i=1 i=1
Ambos estimadores estdn basados en las restricciones sobre los momentos, por ello
los indicamos con el subindice MM (método de los momentos). Obsérvese igualmente
que en estas situaciones los estimadores MCO y los estimadores MM coinciden es este
caso.

Esta es la idea esencial de los denominados estimadores por el método de los momentos
que ahora formalizamos considerando, tal y como hicimos en el Tema 1, que es posible
tener méas de una variable endégena.

El punto de partida es asumir la existencia de r condiciones sobre los momentos relativos

q parametros,

donde ¥ es un vector ¢ x 1, h (-) es una funcién vectorial  x 1 conr > ¢, y 6, denota el
valor de ¥ en un supuesto proceso generador de datos. El vector w incluye todos los
observables incluyendo, cuando sea relevante, una variable dependiente y, regresores
potencialmente endégenos x y variables instrumentales z. La variable dependiente y
puede ser un vector, por lo que se incluyen las aplicaciones con sistemas de ecuaciones
o con datos de panel. La esperanza es con respecto a todos los componentes estocésticos
de w y, por tanto respecto, y, x y z. La eleccién de la forma funcional para h (-) es
cualitativamente similar a la eleccién del modelo y variara con la aplicaciéon. Dos
ejemplos son (6.3) y (6.1), donde h (-) es respectivamente la funcién sobre la que se
toman esperanzas.

Sir = ¢, entonces se puede aplicar el método de momentos. La igualdad a cero del
momento poblacional se reemplaza por la igualdad a cero del momento muestral

correspondiente, y el estimador del método de momentos 8, se define como aquel
que soluciona

1 & .

Este estimador equivalentemente minimiza la forma

Qx(0) = l% > hiw, e)] [% > hiw, 0)]
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6.2 Estimacién por el método generalizado de los momentos (GMM)

El estimador GMM se basa en r condiciones independientes, (6.5), sobre los momentos
mientras que se estiman q pardmetros. Sir = q, se dice que el modelo est4 exactamente
identificado y se puede utilizar el estimador MM anteriormente descrito. Si > ¢ se dice
que el modelo esta sobreidentificado y (6.6) no tiene solucién para 7 ya que hay mas
ecuaciones r que incognitas g. La idea de los estimadores GMM, §G MM, €s seleccionar 0
de modo que la forma N ! Zf\il h(w;, 5) sea lo més cercana posible a cero. Es decir, se
trata de minimizar la funcién objetivo

Q(6) = [% >_h(w;, 9)] W [% >_h(w, e)]

donde la matriz Wy, es una matriz de pesos cuadrada simétrica r x r, definida positiva,
posiblemente estocdstica con limite en probabilidad finito. Esta matriz de pesos no
depende de 0, pero problemente dependa del tamafio muestral N. Diferentes matrices
de pesos conducen a distintos estimadores. Si por ejemplo W = I, entonces Qn(0) =
e+ he 4.+ R h; = N"'S2N h;(w;,8), siendo h; el componente j—ésimo de h. Se
trata localizar matrices de pesos 6ptimas, y hay técnicas para ello.

Para alcanzar el minimo de la forma cuadrética diferenciamos respecto de 6 y obtenemos
las condiciones de primer orden de GMM

1 i oh(w;,0)
N 00

i=1

! 1 N
é] Wy [N ;h(wi,e)] =0, (6.7)

que en general seran ecuaciones no lineales que deben ser resueltas numéricamen-
te.

En el caso particular de las restricciones (6.3), la forma cuadratica objetivo sera, utili-
zando la notacién matricial y = X§ + u y considerando la matriz de instrumentos Z de
dimensién N X r:

Qn(d) = {% (y — X8)' Z}/WN %z (y — Xd)} :

Las condiociones de primer orden

9N _ [%X’Z]/WN {%Z’ (y - XJ)} =0

00
cuya resolucién conduce al estimador GMM de variables instrumentales:
SGMM — (X'ZWNZ'X) ' X'ZW \Z'y (6.8)
donde deberemos seleccionar una matriz W 5 adecuada.

Es interesante observar que el estimador (6.8) utiliza combinaciones ponderadas de las
variables en incluidas en Z (exdégeneas e instrumentos). Por este motivo el estimador que
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en su momento veremos de minimos cuadrados en dos etapas (MC2E) de la expresiéon
serd un caso particular de (6.8). En particular sera una combinacién ponderada de los
instrumentos, en el que el problema de minimizacién se resuelve para la matriz de
ponderaciones particular Wy = (N7 /AR Igualmente, otros métodos de estimacion
son reconciliables con GMM siempre que determinemos una Z y una W y adecuadas.
Por ejemplo, si seleccionamos la matriz de ponderaciones Wy = (N~'X’ X)_1 y conside-
ramos que los instrumentos son todos variables exdgenas, es decir, si consideramos que
no hay problemas de endogeneidad, Z = X, entonces (6.8) coincide? con el estimador
MCO.

La distribucion asintética del estimador ﬁ%M M (Ecuacion (6.8)) se deriva igual que
haremos (en el tema dedicado a las variables instrumentales). Lo mismo sucedera con

su varianza. El resultado general es
VN (B%MM — ) < Normal (07V%”M) ,

VMM = (QxzWQzx) ™ QxzWOWQzx (QxzWQzx) . (6.9)

Es de interés saber si hay matrices de ponderacién asintéticamente més eficientes que
otras. La eficiencia dependera de la varianza, es decir de (6.9). De nuevo las propiedades
de los errores del modelo jugardn, como en el caso MCO, un papel determinante.

Vamos a considerar el caso en el que los errores son homocedasticos. Recordemos que
en MCO, bajo este supuesto, el teorema de Gauss-Markov ofrece un resultado en térmi-
nos de eficiencia de los estimadores. En el caso de trabajar con variables instrumentales
(VI) hay un resultado andlogo que indica que la estimaciéon MC2E es asint6ticamente
eficiente en la clase de estimadores VI en los que los instrumentos son combinaciones
lineales de las filas de Z.

Con homocedasticidad, E (u? |Z;) = o2, se tiene que
Esta expresion hace que ahora (6.9) se convierta en

VMM — 02 (QxzWQzx) ™ QxzWQzzWQzx (QxzWQzx) ™. (6.10)

Igualmente, con homocedasticidad, la configuracién de la matriz (2 generard, tras una
simplificacion sencilla, la siguiente expresién de la varianza del estimador MC2E

Vi = s (QXZQZZ_IQZX)_1 - (6.11)

Demostrar que MC2E es asintéticamente eficiente entre la clase de estimadores que son
combinaciones lineales de Z consiste en probar que

VEMM e > oy MC2E (6.12)

homo homo

2En tal caso, observe el lector que 3 = 4.
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para todas las matrices W semidefinidas positivas y todos los vectores c de orden
(k+r+1)x1.

Por tanto, en el caso homocedaéstico, la eficiencia del estimador VI se encuentra haciendo
que la matriz de ponderaciones W = (N *1Z’Z)_1, que es la que, como hemos visto, da
lugar a la estimacion MC2E. Podemos ademads observar la cercania entre la expresion
eficiente bajo homocedasticidad de Wy Q7! = (1/02)Q,5.

En el caso de errores heterocedésticos, el estimador MC2E no es eficiente entre la clase
de estimadores VI que utilizan combinaciones lineales de Z como instrumentos. En este
caso el estimador eficiente se encuentra a partir del estimador GMM, expresién (6.8).
Por analogia al caso homoceddstico, donde la expresion de la varianza que nos conduce
a un estimador eficiente es aquella correspondiente a una seleccién de la matriz de
ponderaciones que lleva a (6.11), en el caso heterocedéstico la matriz de ponderaciones
que nos conduce a una expresion similar (6.11), y por analogia eficiente, es cuando
W = Q! En este caso la expresion (6.9) se reduce, tras simplificar,

VMM — (QXZQilQZX)_l .

Se puede demostrar también que

C/VGMM

N GMM
homo v

c>c C.

Por lo que el estimador eficiente bajo heterocedasticidad se alcanza cuando W = Q71, y
si sustituimos esto en 6.8, obtemos

BEMM — (X'Z0Z'X) " X'ZQZy.

Para lograr que este estimador sea factible necesitamos que la matriz €2 sea estimada
consistentemente. Este estimador se calcula en dos etapas. La primera consiste en
estimar consistentemente el vector de coeficientes 3 de la Ecuacion habitual

Y = X3 +e, (6.13)

donde ahora X es una matriz de orden n x (k + r + 1) que contiene a los regresores
exdgenos incluidos y a los regresores endégenos, de modo que la fila i-ésima es

Xi = (1, X1is Xoiy ooy Xoiy Y4y oo, Yia) 5

el vector de errores, ¢, es de orden n x 1; y finalmente el vector de ordenn x 1, Y,
estd formado por la variable dependiente, Yy, ¢ = 1, ..., n.. Esto nos permite obtener los

residuos de la ecuacién de interés, y por tanto, podemos formar = (1/N) >N | Z,Z!a2.
En la segunda etapa se calcula la matriz de ponderaciones 6ptima Q' y se calcula el
estimador GMM eficiente:

~ ~ -1 o
g — (X'Z0'ZX) X202y,

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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6.3 Regresion cuantilica

En un la estadistica descriptiva, los estadisticos de resumen para la distribucién de
la muestra incluyen cuantiles, como la mediana, los cuartiles inferior y superior y los
percentiles, ademads de la media de la muestra.

En el contexto de la regresién, también podriamos estar interesados en los cuantiles
condicionales. Por ejemplo, el interés puede radicar en cémo los percentiles de la
distribucion de ingresos para los trabajadores con bajo nivel educativo estan mucho
maés comprimidos que los de los trabajadores con alto nivel educativo. En este ejemplo
simple, uno puede simplemente hacer cdlculos separados para trabajadores con bajo
nivel educativo y para trabajadores con alto nivel educativo. Sin embargo, este enfoque
se vuelve inviable si hay varios regresores que toman varios valores. En cambio, se
necesitan métodos de regresion por cuantiles (regresiéon cuantilica) para estimar los
cuantiles de la distribuciéon condicional de y dado x.

La regresion cuantilica corresponde al uso de una funcién de perdida absoluta y asi-
métrica, mientras que el caso especial de regresién mediana usa funcion de pérdida
absoluta del error, digamos u:

La funcién de pérdida, L(u), en valor absoluto y asimétrica es

(1—a)ful siu<0

L(u) = 6.14
() alul siu>0 (6.14)

mientras la funcién de pérdida para la medina seria
L(u) = |ul (6.15)

Los métodos basados en estas funciones de pérdida (penalizacién) proporcionan una
alternativa a MCO, que utiliza como funcién de pérdida el error al cuadrado, L(u) =

u?.

Los métodos de regresion cuantilica tienen ventajas mds alld de proporcionar una
caracterizacion mas rica de los datos. La regresién mediana es mas robusta a los valores
atipicos que la regresion por minimos cuadrados. Ademas, los estimadores de regresion
cuantilica pueden ser consistentes bajo supuestos estocasticos mds débiles de lo que es
posible con la estimacién por minimos cuadrados.

En la exposicién primero nos centraremos sobre los cuatiles poblacionales para poste-
riormente pasar a la estimacion de los cuantiles muestrales.

Para una variable aleatoria continua vy, el cuantil poblacional ¢ es ese valor (, tal que y
es menor o igual a y, con probabilidad ¢. Por tanto,

q = Prly < pg = F,(1q)

donde F), es la funcién de distribucién acumulativa (CDF) de y. Por ejemplo, si 11075 = 3,
la probabilidad de que y < 3 es igual a 0,75. De ello se deduce que

g = F, ' (q).

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon



6.3. Regresion cuantilica 8

Los ejemplos principales son la mediana, ¢ = 0, 5, el cuartil superior, ¢ = 0,75 y el
cuartil inferior, ¢ = 0, 25. Para la distribucién normal estdndar 1195 = 0,0, 11095 = 1,645

Y poers = 1,960 .

Para el modelo de regresion, el cuantil poblacional ¢ de y condicional a x es la funcién
pq(x) tal que y condicional (condionada) a x es menor o igual a 1,(x) con probabilidad
q, donde la probabilidad se evalta usando la distribucién condicional (condicionada de
y dado x. De ello se deduce que

11g(x) = F, . (q)

donde F, , esla CDF condicional de y dada’® x.

Resulta ilustrativo para familiarizarse con la regresiéon cuantilica derivar la funcién
cuantilica ,(x) si se supone que el proceso generador de datos es el modelo lineal con
heterocedasticidad multiplicativa:

y=xp+u
u=xaxexa>0
e ~ iid(0, 0?).
El cuantil poblacional ¢ de y condicional a x es aquella funcién y,(x, o, 3) tal que

¢ = Priy<p(x,a,B)
= Prix'B +u<p,(x, o, B)]
rluspy(x, o, B) — x'B]
[
[
[

[
T

rle x X' < (j1g(x, @, B) — X B)
rE< (n(x, . B) = XB) /Xl
(1y(x, . B) = X'B) /Xal

siendo F. la CDF de ¢. De esto se sigue por tanto que

F7Hq) = (no(x, 00, B) = X'B) /X ot

TR
[SERY

de modo que

He(x, o, 8) = XB+x'axF ' (q)
x (,8 + o X FE_I(q))

por lo que los cuantiles condicionales son lineales en x. En el caso particular de homo-
cedasticidad, al ser x'a una constante en tal caso, se tendria que todos los cuantiles
condicionales tendrian la misma pendiente y diferirian tinicamente en el término cons-
tante (intercepto), que crecerfa a medida que lo hiciera g.

Si pasamos ahora de los cuantiles poblacionales a los muestrales, lo primero que hemos
de recordar es como se obtienen los cuantiles a partir de una realizacién de tamafio

3Obsérvese que hemos suprimido el papel de los pardmetros de esta distribucién

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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muestral N de una variable aleatoria. El proceso consiste en ordenar los datos obser-
vados de menor a mayor, y entonces /i, serd el valor NV x g-ésimo valor mds pequefio
(redondeandose al alza el valor N x ¢) de la muestra. Este mecanismo de obtencién del
g—ésimo cuantil es equivalente a resolver el siguiente problema de minimizacién con
respecto a 3

N N
D dy =81+ D>, (1—q)ly -8l
iy > B iy <pB

Esta funcién objetivo es facilmente extensibel al caso de la regresion lineal, de modo que
el estimador de la regresion cuantilica g-ésima, 3,, minimiza 3, en la expresién

N N
On(B) = D alyi—XB+ > (1—q)lyi— x|, (6.16)
Ty >xL6 Ly <xiB

donde se observa que coincide con un problema de minimizacién de una funcién de
pérdida como la indicada en (6.14) para el caso particular de u = y — x'3,. Obsérvese
también que para ¢ = 0, 5 se obtiene el estimador de la regresiéon de la mediana, y en
ese caso la funcién de pérdida es (6.15).

De cara a la estimacion, la expresion (6.16) no es diferenciable y por tanto hay que
utilizar métodos niimericos para su resolucién; algo que en la actualidad no supone
mayores dificultades para el software habitual econométrico. Sin embargo esta ausencia
de diferenciabilidad si ha sido un reto para obtener la distribucién asintética. En este
sentido se puede demostrar que

VN (Bq — Bq) —d> Normal [O, A_lBA_l}
donde
1o ,
A= plzmﬁ Z Ju, (0]x;) %X

i=1

N
1 '
B = plsz Zzl q(1 — q)x;x;,
y fu,(0|x) es la densidad condicional de término error u, = y — x'3, evaluada en
ug = 0.

Para ilustrar este tipo de estimacién, vamos a utilizar datos de gasto anual en comida e
ingresos anuales de hogares de clase trabajadora. El conjunto de datos esta formado
por 235 hogares. Los datos de ingresos y gastos estdn en escala logaritmica y por tanto
la estimacién de la pendiente se interpreta como la elasticidad del gasto en comida
respecto de los ingresos.

En la regresion cuantilica hemos considerado cinco cuantiles ¢ = {0, 05; 0, 25; 0, 50; 0, 75; 0,95 }.
La siguiente figura muestra los coeficientes de pendiente para diferentes valores de g,
junto con un intervalo de confianza al 95 %. La elasticidad estimada aumenta con el
nivel de ingreso del hogar. La estimacién clasica MCO es de 0,8505, que se muestra

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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Figura 6.1: Regresion cuantilica para los cuantiles (tau=¢)

Coeficiente de I_income

1 T T T T

0,75 4
Estimaciones de cuantil con banda 95% —+—
Estimaciones de MCO con banda 95% - - -

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
tau

0,7

con la linea constante discontinua, mientras que la regresion por cuantiles varia de
0,81 — 0, 92.

Desde otro punto de vista, la regresion cuantilica puede ser informativa respecto a una
incorrecta especificacion del modelo para la media condicional. En efecto una variedad
de pendientes y puntos de corte (interceptos) que significativamente varian con ¢ se
interpreta como evidencia de heterocedasticidad. Otra interpretacion es que la media
condicional es no lineal en x con pendiente creciente y esto conduce a coeficientes de
pendiente de cuantiles que aumentan con el cuantil g.

6.4 Estimador diferencias en diferencias

En economia abundan, como dijimos en el Tema 1 del temario, los datos observacionales,
esto es, datos que generalmente son de naturaleza no experimental. Lo interesante, y
que en buena medida justifica el tratamiento ofrecido en la seccién anterior, es que
los métodos e ideas de los experimentos aleatorizados controlados pueden, en ciertas
circunstancias, trasladarse y en su caso aplicarse a datos no experimentales. Podriamos
por tanto a partir de esos datos analizar los resultados para observaciones de un grupo
de tratamiento y otro de control en los que el tratamiento no hubiera sido asignado
aleatoriamente.

En estos casos ya no estamos en el marco de los experimentos aleatorizados, y por tanto
la literatura se refiere a ellos como cuasiexperimentos o experimentos naturales. El
primer término, heredado de la psicologia, enfatiza el hecho més sustantivo de que no se
trata de experimentos. El segundo término incide en el hecho singular de que para poder
realizar un estudio de este tipo es necesario que existan variaciones en circunstancias
individuales (externas) que hagan que parezca «como si» la asignacion del tratamiento
hubiera sido aleatoria. Estas variaciones en las circunstancias individuales pueden

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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surgir como consecuencia de factores no relacionados con el efecto causal de estudio
(por tanto exdgenos). Estos factores en ocasiones provienen de fuentes de aleatoriedad
natural como son las fechas de nacimiento, la lluvia o, en general, cuestiones genéticas.
También se pueden encontrar en factores institucionales como la ubicacién, el calendario
de aplicacién de un programa o accidn, la entrada en vigor de una norma, etcétera. Un
buen cuasiexperimento es aquel en el que hay una transparente fuente de variaciéon
exogena en las variables explicativas que determine la asignacién del tratamiento.

Lo que caracteriza a un cuasiexperimento es que el tratamiento no estd asignado al
azar, es «como si» estuviera asignado al azar cuando condicionamos algunas variables
observadas, W. Debido a que el investigador no tiene control sobre la aleatoridad
en la asignacién del tratamiento, es probable que la correcta comparabilidad entre
grupos no esté garantizada, incluso después de haber controlado W. Existe atn la
posibilidad de que haya variables omitidas, por ejemplo, que sean permanentes en los
dos grupos y explicaran también los distintos resultados potenciales. Esto supondria
que las conclusiones obtenidas con los estimadores de las diferencias que hemos visto
anteriormente no serian veraces.

Una forma atractiva de tratar esta situacion es analizando la variaciéon experimentada
antes y después del tratamiento por la variable resultado Y en cada uno de los dos
grupos, tratados y no-tratados (controles). Esto supone que consideramos que hay un
«antes» y hay un «después». Por ejemplo, en el caso del estudio sobre el efecto de la
inmigracién sobre el salario de los trabajadores, se compara la variacién de los salarios en
Miami antes y después del éxodo, con la variacién en otras ciudades similares en EE.UU.
antes y después de cuando se produjo la entrada de inmigrantes. Esto nos permite ver
que lo que en dltimo término analizamos es la diferencia entre las variaciones (que son
diferencias), lo cual explica el motivo por el que a esta técnica se denomina estimador
de diferencias en diferencias. Veamos en qué consiste.

Llamamos Y/rafamienio g 1a media muestral de Y para los sujetos dentro del grupo de

antes
tratamiento antes de que sean expuestos al tratamiento, y sea Y;gg;gggmo media muestral
de Y para los sujetos dentro del grupo de tratamiento después de que sean expuestos
al tratamiento. Para los sujetos (unidades de andlisis) que integran el grupo de control
definimos de manera andloga las variables Y27, Yonel Como hemos dicho, el
estimador de diferencias en diferencias es la diferencia entre la variacién promedio en Y
de aquellos en el grupo de tratamiento y la variacién promedio de aquellos en el grupo

de control,

ADID __ (xXrtratamiento \tramiento \ - control \control __ \tratamiento \~control
6 - ( después - Yantes ) - ( después chmtes ) =AY - AY ’
(6.17)

siendo las variaciones promedio postexperimentales y preexperimentales AY fratamiento
y AYeonirol regpectivamente.

Esta doble diferencia elimina los posibles sesgos asociados a diferencias permanentes
entre los dos grupos que no estan relacionados con el tratamiento. Imaginemos que
en el ejemplo de la inmigracién y el efecto sobre los sueldos, estos eran mas bajos
en Miami antes del éxodo cubano que en otra de las ciudades con las que se hace el
cuasiexperimento. Ambos niveles de salarios se explican posiblemente por motivos
permanentes de sus mercados laborales. Consideremos, por ejemplo, que después

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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del éxodo a Miami se registra un descenso de los salarios en Miami, y en ese mismo
lapso de tiempo en la ciudad que hace de control los salarios se mantienen iguales
debido a factores de su propio mercado de trabajo. En esta situacién, si comparamos la
diferencia entre los salarios (promedio) en Miami y los salarios de otra ciudad después
de la inmigracién a Miami, observaremos una diferencia exagerada y no enteramente
imputable a la entrada de inmigrantes en el mercado laboral de Miami. Esto es asi porque
antes del tratamiento ya existia una diferencia en contra del nivel de salarios de Miami,
por lo que el efecto del tratamiento no debe incorporar tal diferencia permanente. Eso
es precisamente lo que hace el estimador DID al calcular la diferencia entre la variacién
producida en el grupo de tratamiento (que en este caso es negativa) y la variaciéon en
los salarios promedio del grupo de control (que en este ejemplo es nula), por lo que la
variacion de las diferencias es ahora solo imputable al efecto del tratamiento, evitando
asi el sesgo inicial.

El estimador DID se puede expresar con la notacién habitual de la regresion. Sea AY; la
diferencia de Y para el individuo i-ésimo registrada antes y después del experimento.
El estimador DID es el estimador MCO de la regresiéon

AY; = By + i X + &5 (6.18)

En caso de que no hubiera tratamiento X; = 0, la diferencia experimentada seria
imputable a los factores permanentes propios que quedarian recogidos en /3, cuyo
estimador es, en este caso, la media aritmética de las diferencias de Y; entre individuos.
En caso de existir tratamiento, X; = 1, las diferencias individuales se explican en media
por el componente permanente y el efecto propio del tratamiento, /31, que consideramos
constante entre los individuos. El estimador MCO del coeficiente 3, en el modelo
anterior es igual a (6.17).

El estimador DID se puede ampliar para incluir regresores adicionales que midan carac-
teristicas individuales que estuvieran presentes antes de la realizacién del experimento.
Estos regresores adicionales IV, transforman el modelo (6.18) en un modelo de regresiéon
mdultiple

AY; = Bo + 1 Xi + Wi + oo+ Brpe Wi + &5 (6.19)

El estimador MCO de 3, de (6.19) serd insesgado siempre que X; esté asignado «como
si fuera aleatorio», condicionado a Wy, ..., W,,. Esto es asi porque recordemos que en
tal caso el error ¢; satisfaria la condiciéon de independencia en media condicionada, y
podria tener por tanto un significado causal.

Tanto para el caso de los modelos simple y miltiple (ecuaciones (6.18) y (6.19)) en
realidad tenemos un panel de dos periodos (antes y después del tratamiento)*, por lo
que el estimador se puede ampliar a casos en que el nimero de periodos del panel sea
superior a dos.

Un caso diferente al panel es cuando el conjunto de datos procede de una secciéon
cruzada repetida. Este tipo de conjuntos se caracteriza por el hecho de que cada conjunto
de datos de seccién cruzada corresponde a un periodo de tiempo diferente. Por ejemplo,

4Pese a tener un panel de T" = 2, el estimador DID no tiene en cuenta el hecho singular del panel, esto
es, estima ignorando que las observaciones proceden de la misma unidad en ambos periodos.

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon
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el conjunto de datos podria estar formado por observaciones de 300 sujetos en el periodo
t, y por 350 sujetos diferentes en el periodo ¢ + 1, lo que configuraria un total de 650
sujetos observados.

Para poder utilizar este conjunto de datos configurado a partir de secciones en dos
momentos diferentes es necesario considerar que si los individuos de la seccién en ¢ son
extraidos aleatoriamente de una poblacion, entonces estos individuos se pueden utilizar
como sustitutos de los individuos (sujetos) de los grupos de tratamiento y control en la
seccién cruzada t + 1.

En este caso de dos periodos, el modelo de regresion para este tipo de datos secciéon
cruzada repetida es

Yie = Bo + B1 Xt + B2Gi + B3 Dy + BaWhi + ... + B3 o Wi + €4, (6.20)

donde X, se refiere al tratamiento del i—ésimo sujeto en la secciéon cruzada de tiempo
t,t = 1,2; G, es una variable indicador (variable binaria) de si el sujeto estd en el grupo de
tratamiento (ya sea antes, tratamiento sustituto, o después del tratamiento); y D, es otro
indicador del periodo en el que esté el sujeto (pretratamiento, ¢ = 0, o postratamiento,
t = 1). A patir de estas definiciones resulta facil comprobar que un sujeto recibe el
tratamiento si estd en el grupo de tratamiento (G; = 1) y ademads estd en el segundo
periodo (D, = 1), es decir un sujeto tratado se caracteriza por X;; = G; x D;.

Si el cuasiexperimento hace que el tratamiento X;; fuera «como si» estuviera asignado al
azar, condicionado a los controles W, entonces el efecto causal del tratamiento puede ser
estimado por el estimador MCO de ;. Podemos observar que el modelo de la Ecuacién
(6.20) nos conduce al mismo estimador de la Ecuacién (6.17), por lo que los modelos
(6.20) y (6.19) son equivalentes. Para verlo consideremos el caso mds simple de (6.19),
es decir, cuando no hay W. En tal caso, se puede comprobar facilmente que

[E (Ytratados) - E (Ytratados)] o [E (Ycontrol) - E (Ycontrol)] — ﬁl;

después antes después antes

cuyo estimador consistente es (6.17).

En algunos cuasiexperimentos, es posible que tengamos disponibilidad de otra variable
adicional, que llamaremos Z, de la que sabemos que influye en la recepcién o exposicion
al tratamiento, X, y que estd administrada «como si» fuera al azar entre los sujetos. Por
ejemplo, consideremos de nuevo el efecto del tratamiento «ir a la universidad» sobre los
salarios. Supongamos que a algunos individuos se le asigné aleatoriamente una ayuda
econémica para cubrir gastos de formacién universitaria. Sea Z la variable binaria que
indica si un individuo recibe la ayuda, y que podemos denominar instrumento. En este
caso es esperable que el instrumento Z; pueda afectar a la decisién de un individuo
sobre ir a la universidad (tratamiento).

En este escenario podemos comprobar que, dado que la variable tratamiento es binaria,
entonces el estimador siguiente (conocido por estimador de Wald)

E(Y;|Z =1) - E(Y,|Z =0)
E(X;|Z =1)~E(X;|Z =0)
S YiZi) > Zi =3 Vi (1= Z;) [ 3 (1 — Zy)
2XiZi) X Zi =3 Xi (1= Zi) [ > (1 = Z)

Tema 6. Otras técnicas de estimaciéon

Bwald (621)




6.4. Estimador diferencias en diferencias 14

es consistente. Al tratarse Z; de una variable binaria, el denominador captura el efecto
medio de recibir la ayuda econémica sobre la decisiéon de ir a la universidad, y dado
que las ayudas motivardn que ciertos estudiantes, que en otro caso no irian, vayan a
la universidad, se espera que sea un ntiimero entre 0 y 1. En cambio el numerador es
el efecto de la ayuda sobre los salarios, dado que las ayudas aumentan el nimero de
universitarios, lo que incrementa sus salarios. Por tanto, el estimador estd ponderando
los efectos de los salarios (numerador) por la proporciéon de la poblacién afectada por la
ayuda econémica.

La consistencia del estimador quedaria comprobada si realmente ¢ & K (Y;(1) — Y;(0)),
donde, como antes, Y;(1) y Y;(0) son resultados potenciales que se obtendrian en caso de
ser 0 no tratados. Recordemos que estos resultados no son observables simultdneamente
a nivel individual

Y; = Yi(1)X; 4+ Yi(0) (1 - X).

Ahora ademads contamos con el instrumento binario que puede afectar al tratamiento
recibido. Por tanto, el estado del tratamiento dependera de los valores que tome el
instrumento Z;, por lo que potencialmente tendremos el estado X;(1) en el caso de
que Z; = 1, y alternativamente el estado serd potencialmente X;(0) si Z; = 0. Ahora
también cabe decir que para un individuo solo podremos observar uno de los posibles
tratamientos

Xi=7Z;X;(1) + (1 - Z;) X5(0). (6.22)

Conviene observar que, por un lado, suponemos que el instrumento afecta al tratamiento
observado (recibido), esto es, la probabilidad de recibir tratamiento en caso de que Z; = 1
es diferente de la probabilidad de recibir tratamiento si Z; = 0,

Pr(X;(1) =1) # Pr(X;(0) = 1).

Por otro lado, asumimos que el instrumento Z; estd asignado aleatoriamente, lo que
implica que es independiente también de los tratamientos potenciales X;(1), X;(0),

Z; LY,(0), Yi(1), X;(0), Xi(1). (6.23)

Como hemos dicho, nuestro interés estd en estimar el efecto potencial del tratamiento,
que vamos a considerar de nuevo constante para los individuos

E(Y;(1) - Yi(0)) = 5,
por lo que el efecto medio del tratamiento también serd §3.
En estas circunstancias la Ley de los grandes ntimeros nos garantiza que

E(Y;|Z;=1)—E(Y;|Z; =0)

Bwald £>

que esta expresado en resultados no-potenciales (observados), y que podemos relacionar
con los potenciales, que son en los que estan expresados los efectos causales promedio.
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Asi, el numerador puede expresarse

E(Y;|Zi=1)-E(Y;[Z;=0) = E(Yi(1)X;(1)+Y;(0) (1 - Xi(1)) |Z; = 1)
—E (Yi(1)X;(0) + Yi(0) (1 — X;(0)) |Z; = 0)
= EYi(1)X;(1) +Yi(0) (1 - X;(1)))
—E (Y;(1)X3(0) +Y;(0) (1 — X;(0)))
= E[(Y;(1) — Yi(0)) (Xi(1) — X;(0))]

) ,

= PE[(X:(1) = Xi(0))],

donde la segunda igualdad proviene de la independencia de Z; (expresioén (6.23)) y la
tercera del supuesto de efectos constantes.

El denominador se simplifica utilizando (6.22) a E (X;(1)) — E (X;(0)), por lo que el

cociente indica que

E(Y;|Z =1)—E(Y;|Z; =0)

Bwald £>

- 3.

A este estimador consistente es al que llegamos utilizando la técnica de las variables
instrumentales de los temas anteriores. Para comprobarlo observemos que podemos

escribir
Y;(1) = Yi(0) + 5,

por lo que el resultado observado sera
Y; = Yi(0) + BX; = E(Y;(0)) + BX; + €5, 6 = Yi(0) — E (Yi(0)),
que podemos reescribir del modo habitual

Y; = Bo + BX; +ei, Bo = E (Y;(0)). (6.24)

Dado que estamos considerando que los potenciales resultados puedan estar correlacio-
nados con el tratamiento, es decir, dado que facilmente podemos tener un problema de
endogeneidad, E (¢; | X;) # 0, entonces existe riesgo derivado de la falta de consistencia
en los estimadores. Este problema lo podremos paliar, como hemos visto en el tema
dedicado a las variables instrumentales, en la medida en la que exista un instrumento,
Z;, que sea independiente de los resultados potenciales. Precisamente este es el supuesto
que hacemos en (6.23), y por tanto sabemos con certeza que el estimador consistente
existe y es el de la expresion (8.19), es decir, el estimador MC2E. Dada la naturaleza
binaria de las variables instrumento Z; y tratamiento X.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Prediccién. McGraw Hill
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¢ Tests tipom
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¢ Discriminacién entre modelos no anidados
¢ Consecuencias de los tests

* Diagnosis de modelos

7.1 Introducciéon

Dos aspectos précticos importantes en la modelizacién econométrica son determinar
si un modelo se especifica correctamente y seleccionar modelos alternativos. Para
estos propdsitos, a menudo es posible utilizar contrastes de hip6tesis conocidos y ya
presentado para el caso en el que los modelos estén anidados.

La estimaciéon de un modelo de regresion mal especificado generalmente produce
estimaciones de pardmetros sesgadas e inconsistentes. Esto es cierto para los modelos
de regresién siempre que omitimos incorrectamente uno o mds regresores que estan
correlacionados con los regresores incluidos en el modelo. Excepto en ciertos casos
especiales, también es cierto para tipos mds generales de errores de especificacién. Esto
sugiere que la especificaciéon de cada modelo econométrico debe ser probada a fondo
antes de que aceptemos siquiera provisionalmente sus resultados.

Los procedimientos que pueden usarse como pruebas de especificacién son muy varia-
dos, algunos de ellos ya estan tratados (o se verdn también en otros temas). Pensemos en
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pruebas tipo-t tipo-F para variables omitidas, o contrastes de constancia de pardmetros,
o los contraste de heterocedasticidad, o los de correlacién serial (Secciéon 7.7).

Este tema presentamos pruebas estadisticas conocidas como tests tipo-m (m-tests)
basados en contrastes sobre si se satisfacen las restricciones impuestas a los momentos
condicionales. En estos contrastes no hay una declaracién explicita de un modelo con
hipétesis alternativas.

Otros contrastes especialmente abundantes son los contrastes tipo Hausman que con-
trastan la diferencia entre dos estimadores consistentes si el modelo se especifica correc-
tamente pero divergen si el modelo se especifica incorrectamente.

Finalmente, es interesante contar con contrastes para seleccién de modelos no anidados
requieren métodos especiales porque el enfoque habitual de prueba de hipétesis solo se
puede aplicar cuando un modelo estd anidado dentro de otro.

Estos métodos se utilizan en un ciclo de especificacion, estimacion, prueba y evaluacién
del modelo. Este ciclo puede pasar de un modelo general a un modelo especifico, o de
un modelo especifico a uno mds general que se considera que captura las caracteristicas
mads importantes de los datos.

7.2 m-Tests

En estadistica y econometria, los estimadores de extremos son una clase de estimadores
para modelos paramétricos que se calculan mediante la maximizacién (o minimizacién)
de una determinada funcién objetivo, que depende de los datos.

Precisamente los estimadores M son a su vez una clase amplia de estimadores extremos
para los cuales la funcién objetivo es un promedio muestral, es decir, una media. El
método de minimos cuadrados es un estimador M prototipico, ya que el estimador se
define como el minimo de la suma de cuadrados de los residuos. Otro estimador M
popular es la estimacién por maxima verosimilitud (ML o MV). Para una familia de
funciones de densidad de probabilidad f parametrizadas por 19, se calcula un estimador
de maxima verosimilitud de ¥ para cada conjunto de datos maximizando la funcién de
verosimilitud sobre el espacio paramatrico 9. Légicamente, tanto los minimos cuadra-
dos no lineales como la estimaciéon de méxima verosimilitud son casos especiales de
estimadores M. El procedimiento estadistico de evaluar un estimador M en un conjunto
de datos se llama estimacién M o tipo m.

De manera maés general, un estimador M puede definirse como un cero de una funcién
de estimacion. Esta funcién de estimacion es a menudo la derivada de otra funcién
estadistica. Por ejemplo, una estimacién de méxima verosimilitud es el punto donde
la derivada de la funcién de verosimilitud con respecto al pardmetro es cero; por lo
tanto, un estimador de méxima verosimilitud es un punto critico de la funcién de
puntuacion.

Los tests tipo-m provienen de estimadores M. Se trata de contrastes (tests) de momentos
condicionales, y son un procedimiento para contrastes de especificaciéon general que
abarca muchos contrastes de especificacion comunes.

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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Suponga que un modelo implica la condicién poblacional sobre el momento
HO . E[m,(wl, 0)] =0

donde w es un vector de observables, generalmente la variable dependiente y y regreso-
res X y, a veces, variables adicionales z, U es un vector ¢ x 1 de parametros, y m;(-) es un
vector h x 1. Un ejemplo simple es

m(w,B) = (y —x'B)z

de modo que
El(y —x'B)z] =0
si el vector z puede ser omitido en el modelo lineal y = x'3 + u.

Un test-m es un contraste de la proximidad a cero del momento muestral correspon-

diente, es decir, de
N

By (0) = N1 [my(w;, 0)].

1=1
Si Hj es cierta, entonces se puede demostrar que

V Ny (6) = Normal[0, V]

donde
V., = HyJoH},

con
Hy = [I - CoA, ']

donde Cy = pllm(N’l Zz 8mi0/80’), Ay = plzm(N’l Zz asz-o/@O’) y

Jo = plim[N~! > Moy, >, myos;,
DoiSioMy D2, SinSig

siendo m;y = m;(w;,0y) y sio = s;(w;,0p). La complejidad de esta varianza proce-
de fundamentalmente debido a que m;, = m;(w;, 8) tiene dos fuentes de variacién
estocastica:(w;, 0).

Naturalmente es posible derivar un test tipo chi-cuadrado a partir de la forma cuadratica
con distribucién tabulada baja la hip6tesis nula:

A~ A~

M = Niiy(8)'V,, ' iy (8) = x*(rango[V.n)).

m

La hipétesis nula se rechaza si el estadistico M estd alejado estadisticamente de ce-
ro.

El proceso de construccion de este tipo de contrastes tipo-m es aparentemente muy
simple. Su dificicultad estd en calcular V,, y en seleccionar los momentos a contrastar

m(-).

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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7.3 Tests de Hausman

Las tests o contrastes basados en comparaciones entre dos estimadores diferentes se
denominan tests de Hausman.

Considere un contraste de endogeneidad de un regresor en una sola ecuacién. Dos
estimadores alternativos son los estimadores MCO y MC2E, donde el estimador MC2E
utiliza instrumentos para controlar la posible endogeneidad del regresor. Si hay endo-
geneidad, MCO es inconsistente, por lo que los dos estimadores tendrdn un limite de
probabilidad diferente. Por el contrario, si no hay endogeneidad, ambos estimadores
son consistentes, por lo que los dos estimadores tienen el mismo limite de probabilidad.
Esto sugiere probar la endogeneidad probando la diferencia entre los estimadores MCO
y MC2E.

En particular consideremos dos estimadores 6 y 6. Los tests tipo Hausman contras-
tan o
Hy : plim(0 — ) =0

H, : plim(6 — 8) # 0

Suponga que la diferencia, convenientemente escalada por raiz de N, entre los dos
estimadores consistentes es también consistente bajo H, con media 0 y una distribucién
asintética normal, de modo que

VN(O - 6) = Normal[0, V]

donde Vg denota la matriz de varianza en la distribucién limite. Entonces el estadistico
de la prueba (o test) de Hausman es

~ ~

H=(0-6)(N"'Vy)(6-0) (7.1)

cuya distribucién asintotica, si la hipétesis nula es cierta, es Xz(q). Asi pues, rechazamos
Hy alnivel asi H > x2(q).

Los tests de Hausman se pueden aplicar solo a un subconjunto de los pardmetros. Por
ejemplo, el interés puede residir tinicamente en el coeficiente del regresor posiblemente
enddgeno y si cambia al pasar de MCO a MC2E. En tal caso, solo se usa un componente
de ¥ y el estadistico de prueba se distribuye x?(1). Como en otras configuraciones, este
test sobre un subconjunto de pardmetros puede llevar a una conclusién diferente a la
del test sobre todos los pardmetros.

7.4 Tests para algunos errores comunes de especificaciéon

Tests de endogeneidad

Los estimadores de variables instrumentales solo deben usarse cuando sea necesario
(muchas veces lo son como veremos en otros temas). Esto es asi ya que, si todos los

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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regresores son exogenos, entonces los estimadores de minimos cuadrados son mas
eficientes. Por lo tanto, puede ser ttil probar si se necesitan métodos alternativos
como los denominados de variables instrumentales (IV). Un test de endogeneidad
de regresores compara las estimaciones por IV con las estimaciones de MCO. Si los
regresores son enddgenos, entonces en el limite estas estimaciones diferirdn, mientras
que si los regresores son exégenos, los dos estimadores no diferiran. Por lo tanto, las
grandes diferencias entre las estimaciones de MCO y IV pueden interpretarse como
evidencia de endogeneidad. Este marco nos indica que estamos en condiciones de
aplicar un test tipo Hausman.

Considere el modelo de regresion lineal
y=x181 +x0; +u

donde x; es potencialmente endégeno, mientras que las variables en x; no lo son,

es decir, son exégenas. Sean ﬁ, B los estimadores MCO y MC2E del modelo anterior.
Sabemos que si los errores son homocedéasticos, MCO es eficiente bajo la hipétesis nula
de no endogeneidad. Un test tipo Hausman de endogeneidad de x; desarrollando la
prueba H indicada en (7.1). En efecto, si el estimado MCO es eficiente bajo la hipétesis

nula, entonces cov(B, B) = Var(B), esto implica que
Var(B - B) = Var(B) — Var(B)
por lo que, (7.1) se convierte en
H=(6-0)(Var(B) — Var(B))"'(6 - 6) (7.2)

dado que
NV = Var(B -B) = Var(,é\) + Var(8) — 2001}([/3\, B).

Es posible mostrar que el test se puede realizar mds facilmente contrastando v = 0 en
la regresion MCO aumentada siguiente

y=x101 +x58: + Xy +u

donde X; es la prediccion de los regresores exdgenos de la regresion de x; sobre los
instrumentos z. El procedimiento es equivanlente a contrastar v = 0 en la regresion
MCO aumentada siguiente alternativa

y=x181+x,8,+Viv+u (7.3)

donde v, son los residuos de la regresion e x; sobre los instrumentos z. La intuiciéon
para estos tests es que si u no estd correlacionado con x; y x, en el modelo

y=x181+x,8s+u (7.4)

entonces y = 0. Si en cambio u esté correlacionado con x;, entonces esto serd recogido
significativamente en transformaciones sobre x; como son v, y X;.

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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En el caso en el que solo un componente del vector de parametros (6 = [x;, X3]) del
modelo fuera objeto de contraste, entonces el test (7.2) serfa tan sencillo como

13

)

H=ﬁ~x(1)

siendo 3, 5 los errores estandar de 6, 0, respectivamente.

Y
»>

En el caso més general de heterocedasticidad en los errores, las estimaciones MCO
serian ineficientes y por tanto no podriamos usarlas. Sin embarago seria correcto usar
las regresiones (7.3) y (7.4) utilizando estimadores de la varianza robustos a la heteroce-
dasticidad.

Por completar la exposicién, suponga que

y =x101 + x50 + x303 + u

donde x; es potencialmente end6geno, las variables en x; asumimos que son enddgenas,
y se asume que x3 es exdgeno. Entonces, la endogeneidad de x; se puede contrastar com-
parando el estimador MC2E usando instrumentos tinicamente para x, con el estimador
MC2E con instrumentos para x; y para Xo.

Tests de exogeneidad de instrumentos

Si se utiliza un estimador de IV, los instrumentos deben ser ex6genos para que el es-
timador de IV sea consistente. Para modelos exactamente identificados, no es posible
contrastar la exogeneidad del instrumento. En tal caso precisamos utilizar argumentos a
priori para justificar la validez del instrumento. Sin embargo en modelos sobreidentifica-
dos, es posible construir una prueba o contraste de exogeneidad de instrumentos.

En la notacién del tema anterior, el estimador GMM se basa en el supuesto de que
E[h(w;, 8y)] = 0. Si el modelo estd sobreidentificado, entonces solo ¢ de estas restriccio-
nes sobre los momentos se utilizan en la estimacién, lo que lleva a (r — ¢) condiciones
de ortogonalidad linealmente dependientes, siendo r = dim/h(-)], que se pueden usar
para formar una contraste tipo-m de los vistos a comienzo de este tema.

En el caso particular del modelo habitual y = x'3 + u con instrumentos z, son efectiva-
mente instrumentos validos si

E[u|z] = 0 0 siE[zu] = 0

Un contraste obvio de
Hy: E[zu] = 0

es que N~' >z, se aleje del cero. En el caso sobreidentificado, la prueba de restriccio-
nes de sobreidentificaciéon se puede elaborar a partir de (6.7), llegando a la siguiente
expresion

(W'Z)S™ (Z'a) ~ x*(r — K)

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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donde R
u=y— X3

y B es -en este caso- el estimador 6ptimo GMM (en el sentido de que minimiza
(W'Z) S ! (Z'n)), y S es un estimador consistente del plim[N~! 3" u?z;z}].

El rechazo de la hipétesis nula generalmente se interpreta como evidencia de que los
instrumentos z son endégenos, pero también podria ser evidencia de una especificacién
incorrecta del modelo.

Test RESET

Una especificacion errénea de forma funcional bastante habitual es la que proviene de
no considerar alguna(s) relaciéon no-lineal en los regresores. Por ejemplo, dentro del
esquema de regresién y = x'(3+ u, asumimos que los regresores entran linealmente y no
estan correlacionados asintéticamente con el error u. Para contrastar la no linealidad, un
enfoque sencillo es ingresar funciones de potencia de variables ex6genas (generalmente
cuadrados de las exégoneas) como regresores independientes adicionales y probar la
significancia estadistica de estas variables adicionales usando un test de Wald o un
contraste tipo-F. Proceder de este modo requiere que el investigador tenga razones
especificas para considerar la no linealidad

El denominado contraste RESET es un test de variables omitidas de la regresién que
puede formularse como un test sobre la forma funcional. La propuesta es ajustar la
regresion inicial y generar nuevos regresores que sean funciones de valores ajustados

y = x'[3, como son
~2 A3 ~
w=[y".y" ...y

Posteriomente, se estima el modelo el modelo
y=x0B+w~vy+u
y el contraste de no linealidad es un contraste tipo Wald de p restricciones
Hy:~v=0

H,:v#0
utilizando generalmente valores de p no superiores a 3.

La l6gica del contraste es la siguiente. Bajo el supuesto de exogeneidad habitual, sa-
bemos que cualquier funcién de x no estd correlacionada con u (motivo por el que
podemos incluir cuadrados y/o productos cruzados de x como regresores adicionales).

~\ P
En tal caso y” = (x’ 6) no esta correlacionado con u para cualquier entero p. Como

no observamos £8 1o reemplazamos con el estimador MCO, ,(3 Por definicién de MCO,
la covarianza muestral entre ; y ¢; es cero. Podriamos entonces contrastar si los ;
estdn suficientemente correlacionados con polinomios de orden bajo en 3; como prueba
de no linealidad. Una forma de hacerlo es agregar estos términos a la ecuacién tal y

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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como hemos indicado mads arriba, lo cual nos llevaria una F estdndar, F, 1 n_x—p_1.
Otra posibilidad es usar un test LM: regresamos i; sobre y2, ¥, ..., y? para formar

NR? ~ X12771

donde el R-cuadrado se refiere a la dltima regresiéon auxiliar indicada.

7.5 Discriminacion entre modelos no anidados

Dos modelos estan (son) anidados si uno es un caso especial del otro; por el contrario
no estdn anidados si ninguno puede representarse como un caso especial del otro.
Es posible discriminar entre modelos anidados utilizando un contraste de hipétesis
estdndar de restricciones paramétricas tales que que reduzcan un modelo al otro. En el
caso no anidado, sin embargo, es necesario desarrollar métodos alternativos.

Consideremos dos modelos, por ahora, que hacemos explicitos

Yi = Bo+ BiXu + BoXoi + oo+ B Xk + & (7.5)

Yi = Bo+ B1Z1i + BaZoi + - + Pudri + & (7.6)

Asi los modelos (8.1) y (7.5) son modelos no anidados puesto que las variables inde-
pendientes de ambos modelos son diferentes (no es necesario que todas las variables
independientes sean distintas, basta con que alguna de las variables en ambos modelos
sean distintas para que el modelo sea no anidado). Cuando los modelos son no anidados,
no podemos utilizar los contrastes tipo-F.

Asi pues de modo mds general, supongamos dos modelos hipotéticos para explicar una
misma variable dependiente

Hyty=x(8)+w

Hy:y =z(v) +u
donde los vectores paramétricos son de longitud &y, k2. Decimos que estos modelos
no estan anidados si en general es imposible localizar retricciones en el vector 3 tales
que, para un arbitrario «, x(3) sea igual z(y), y que sea imposible restringir v de
tal manera que para cualquier 3, z(y) sea igual a x(3). Asi pues, no debe de existir

ninguna aplicacion, digamos g, definida sobre todo el espacio paramétrico sobre el cual
~ esta definida, tal que z(y) = x(g ()), e igualmente no debe de existir una h tal que

x(8) = z(h(B)).
Si particularizamos para dos funciones lineales, tendriamos por ejemplo

z(8) = Bo + B1X1i + B2 X (7.7)

2() = v + X + 13X (7.8)

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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donde apreciamos que cada funcién de regresién contiene un regresor que no esta en la
otra, y por tanto no estdn anidados. Sin embargo, si a la expresioén (7.8) le afiadimos el
término X»;, tenemos una nueva funcién de regresion

() = Y0 + N Xui + 72 Xoi + 73X (7.9)

que en este caso estarfa anidada en (7.7) puesto que la retriccioén 73 = 0 haria que (7.9)
fuera equivalente a (7.7).

Una solucién inicial, dentro del marco de la estimaciéon por minimos cuadrados, es
estimar un modelo artificial general que contenga las variables explicativas de ambos
modelos, es decir, estimar

Y;' = 50 + (51X12‘ + 52X2¢ + ...+ 5k'sz + 5k+IZ(k:+1)i + 5k+2Z(k+2)i + ...+ 52kZQki +&;. (710)

Y contrastar mediante la «F» habitual, la hip6tesis nula de que el modelo correcto es
(8.1) «Hy : 0p41 = dg42 = ... = d2; = O», y posteriormente contrastar la hipétesis nula de
que el otro modelo (7.5) es correcto «Hg : §1 = 9y = ... = dj, = O».

Alternativamente podemos utilizar la prueba «J», que proviente de «Joint», basada en
el estadistico «t» usual, en la siguiente expresion:

Y = Bo+ BiXu + BaXoi + ... + Br X + ¢12’Z + e, (7.11)

donde la variable «f/iz » es la estimacion MCO del modelo (7.6). Si «¢;» es significativo,
rechazamos el modelo (8.1).

Lo mismo hacemos a partir de la expresion (7.6), estimando el modelo ampliado si-
guiente:

Y = Bo + B1Zvi + BaZoi + ... + BrZii + ¢22~X + e, (7.12)

donde la variable «?tX » es la estimacion minimo cuadratica del modelo (8.1). Si «gpo» es
significativo, rechazamos el modelo (7.5).

Los contrastes de modelos no anidados pueden llevarnos a soluciones en las que no
prevalece un modelo sobre otro, es decir al rechazo o «aceptacién» de ambos modelos.
En el caso de «aceptaciéon» de ambos modelos (¢1 y ¢, no significativos) podemos
utilizar el coeficiente de determinacién, corregido o sin corregir, o los criterios de Akaike
o Schwarz para decidirnos por uno de ellos. En el caso de rechazo de ambos (¢1 y ¢
significativos) tendremos que seguir trabajando la especificacién del modelo.

Probar cada uno de dos modelos no anidados contra el otro puede permitirnos o no
elegir un modelo sobre el otro. De manera mds general, si tenemos m modelos y realiza-
mos m(m — 1) pruebas por pares, no podemos esperar razonablemente encontrar que
uno y solo uno de los modelos nunca sea rechazado. Por tanto, si nuestro objetivo es
elegir el mejor modelo entre m modelos en competencia, y no nos importa si incluso
el mejor modelo es falso, no necesariamente deberiamos utilizar pruebas de hipétesis
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no anidadas vistas anteriormente. En su lugar, deberiamos utilizar un procedimiento
disefiado explicitamente para la selecciéon del modelo. Dicho procedimiento general-
mente implica calcular algtn tipo de funcién de criterio para cada uno de los modelos y
seleccionar el modelo para el cual esa funcién se maximiza o minimiza.

En el marco de estimacion es maxima verosimilitud, tenemos los criterios basados en
informacién, que tienen una légica de usabilidad parecida a las decisiones basadas en
el estadistico R-cuadrado.

Los criterios de informacién son criterios de (log)verosimilitud con grados de ajuste de
libertad. Se prefiere el modelo con el criterio de informacién mds pequefio. La intuicién
es que existe una tension entre el ajuste del modelo, medido por el valor que maximiza
la (log)verosimilitud, y el principio de parsimonia, que favorece un modelo simple.
El ajuste del modelo se puede mejorar aumentando la complejidad del modelo. Sin
embargo, los pardmetros solo se agregan si la mejora resultante en el ajuste compensa
suficientemente la pérdida de parsimonia. Tenga en cuenta que desde este punto de
vista no es necesario que el conjunto de modelos en consideracién deba incluir el
"verdadero proceso generador de datos". Los diferentes criterios de informacién varian
en la medida en que penalizan la complejidad del modelo.

Akaike propuso originalmente el criterio de informacién de Akaike
AIC = =2InL + 2q

donde ¢ es el nimero de pardmetros, prefiriéndose el modelo con el AIC mas bajo.

Se han propuesto un ntimero considerable de modificaciones a AIC, todas de la for-
ma
—2inL + g(q, N)

para la funcién de penalizacién especificada g (-) que excede 2g.

El mas popular es el criterio de informacién bayesiano
BIC = —2InL + (InN)q

de Schwarz.

Un refinamiento de AIC de espiritu similar a BIC es
CAIC = —2IinL+ (14 InN)

Si la parsimonia del modelo es lo importante, entonces BIC se usa mds ampliamente ya
que la penalizacion del tamafio del modelo para AIC es relativamente baja.

Un tratamiento mds general es el basado en la contruccién de un test de seleccion de
modelos que ademads permita que las funciones de densidad condicional implicadas en
la comparaciéon de modelos sean desconocidas.

La idea es asignar significacién estadistica entre la diferencia en las funciones (log)
verosimilitud de dos modelos no anidados competitivos.

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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Sea f1(y|x, 61)y f2(y|x, 02) dos modelos competitivos para explicar la densidad D(y;|x;),
donde posiblemente ambos modelos estén mal especificados. A partir de los estima-
dores cuasi-verosimiles 6;, 6, (vistos en otra parte de este temario) que covergen a
unos vectores pseudo-verdaderos 67, 83, evaluamos la funcién de cuasi-verosimilitud

L, = Zf\il &m(ém) enm = 1,2, y entonces se puede demostrar que

N2 (£1 _ £2) — N2 Z [&1(4@1) — €Z2(é2)]
= NI/ Z (i (607) — Lia(05)] + op(1)

es decir, esta dltima expresioén indica que los estimadores cuasi-verosimiles él, 6, no
afectan a la distribucion asintética de N='/2 (£, — L,). Por tanto, podemos obtener una
distribucién normal asint6tica para N=Y/2 (£, — L,) bajo la hipétesis nula

Hy : E[0:(67)] = E[¢i2(65)]

en particular bajo la hipétesis nula se tiene

N
N7 Z (i1 (67) — Lia(03)] — Normal(0,7?)
i—1
donde
al X .12
P=NTY [@1(01) — (0 )}
=1

P =N"" i [&1@1) — gig(ég)} ’ )

1=1
El estadistico de seleccién de modelos conocido como estadistico de Voung
VMS = N Y2(Ly—Ly) /7

N [6a(8) — a(6)|
= — Normal(0, 1)

{N_l S [&-1(@1) - 512(92)}2}1/2 /VN ’

No debemos utilizar la estadistica VMS y su distribucién normal estdndar limitante para
probar modelos anidados con la especificacién correcta. Recuerde que el estadistico de
razén de verosimilitud LR es simplemente LR = 2 (L,,o—restringido — Lrestringido), Y, ajo 1a
nula, LR tiene una distribucién chi-cuadrado con () igual al ntimero de restricciones. El
punto importante es que, si los modelos estdn anidados y especificados correctamente,
" entonces ;1 (07) — in(05) = £;1(6y) — £i2(6y) = 0. Es decir, la diferencia de las verosi-
militudes logaritmicas es evaluada en los plims de los estimadores es idénticamente
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cero bajo la nula. Esto hace que sea inttil para derivar un estadistico contraste porque
la varianza n? serfa idénticamente cero. Para los modelos anidados, no dividimos la
diferencia en las verosimilitudes logaritmicas por v/N porque el resultado serfa un
estadistico que converge en probabilidad a cero.

El test VMS se aplica a modelos no anidados en los que la hipétesis nula es que ambos
modelos estan mal especificados pero ajustan igualmente bien (en el sentido de que
tienen las mismas verosimilitudes logaritmicas esperadas). Es decir, si rechazamos
el modelo 2 en favor del modelo 1 porque VMS es estadisticamente mayor que cero,
entonces solo podemos concluir que el modelo 1 encaja mejor en el sentido de que
E[(;1(67)] > E[(;2(05)]. No significa que el modelo 1 esté correctamente especificado
(aunque podria estarlo). Hay muchos modelos que pueden encajar mejor que otro
modelo dado, y claramente no todos pueden ser correctos.

7.6 Consecuencias de los tests

El uso de tests de especificacion para elegir un modelo complica la distribucién de un
estimador. Por ejemplo, supongamos que elegimos entre dos estimadores 6 y 0 sobre la
base de un contraste estadistico al 5 %. Por ejemplo, § y § pueden ser estimadores en
modelos restringidos y sin restricciones. Entonces, el estimador real es

0F = wh + (1 —w)f

donde la variable aleatoria w toma el valor 1 si la prueba favorece a § y 0 si la prueba
favorece a 6. Es decir, el estimador #* depende de los estimadores restringidos y no
restringidos y también depende de una variable aleatoria w, que a su vez depende del
nivel de significatividad del contraste. Por tanto, §* es un estimador con propiedades
no triviales. A este estimador se le denomina estimador de prueba previa (pretest
estimator), ya que el estimador se basa en una prueba inicial previa. La distribucién
de 6% no es estandar incluso bajo los supuestos de linealidad y normalidad. Dada esta
complejidad, en la practica, la inferencia se basa en la distribucion de Osiw=1o0de
0 si w = 0, ignorando por lo tanto la aleatoriedad en w. Si bien en teoria la inferencia
deberia basarse en 6.

Otra observacion importante cuando usamos varios contrastes es que se pueden sacar
diferentes conclusiones seguin el orden en que se realicen los tests. Una posible orde-
nacién en los tests es la denominada modelizacion de lo general a lo especifico. Por
ejemplo, se puede estimar un modelo general para la demanda y posteriormente ser
especifico y probar las restricciones de la teoria de la demanda del consumidor, como
la homogeneidad y la simetria. Alternativamente el proceso puede ser revertido, es
decir, podemos usar la modelizacién de lo especifico a lo general, afiadiendo regresores
progresivamente segiin sea necesario. Tales ordenaciones son naturales al elegir qué
regresores incluir en un modelo, pero cuando también se realizan pruebas de especifica-
cién, no es raro usar ordenamientos tanto de general a especifico como de especifico a
general en el mismo estudio.

Tema 7. Tests de especificacion y seleccion de modelos.
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Estos procedimientos, en funcién del tipo de modelizacién que llevemos a cabo, puede
conducirnos a un uso extensivo de tests para seleccionar, este tipo de uso extensivo
para un modelo se le denomina mineria de datos. Por ejemplo, uno puede buscar
entre varios cientos de posibles predictores de y y elegir s6lo aquellos predictores que
sean significativos al 5% en una prueba de dos colas. Facilmente podemos generar
codigos que automatizan estas busquedas. Desafortunadamente, btisquedas tan amplias
conduciran al descubrimiento de relaciones falsas, ya que una prueba con un tamafio
de 0.05 conduce a resultados erréneos de significatividad estadistica el 5% de las
veces. Esta forma de proceder tiende a sobrestimar las medidas de bondad del ajuste
(por ejemplo, R-cuadrado) y subestima las varianzas muestrales de los coeficientes
de regresion, incluso cuando logra descubrir las variables que aparecen en el proceso
generador de datos. Usar pruebas estdndar y reportar p-valores sin tener en cuenta el
procedimiento de selecciéon del modelo es engafioso porque los p-valores nominales
y los reales no son los mismo. Los métodos bootstrap pueden servir para calcular la
verdadera significatividad estadistica de los regresores.

La motivacién para la mineria de datos es a veces conservar grados de libertad o evitar
la sobre-parametrizacién. Mds importante aiin como motivacién para la mineria de
datos (data mining), es que muchos aspectos de la especificacion, tales como la forma
funcional de las covariables, no estan resueltos por la teorfa econémica subyacente.
Dada esta incertidumbre en la especificacion, existe justificaciéon para los mecanismos
de buasqueda de especificacion. Sin embargo, debe tenerse cuidado especialmente si
se analizan muestras pequefias y el ntimero de btisquedas de especificacion es grande
en relaciéon con el tamafio de la muestra. Cuando la bisqueda de especificacion es
secuencial, con un gran nimero de pasos, y con cada paso determinado por un resultado
de prueba anterior, las propiedades estadisticas del procedimiento en su conjunto son
complejas y analiticamente intratables, como hemos indicado anteriormente.

Las formas de reducir estos problemas de “pre-testing” esbozados anteriormente son
varias. Una consiste en usar la teoria econémica para conducir o guiar la seleccion de
regresores, reduciendo en gran medida el nimero de regresores potenciales. Ahora
abien si el tamafio de la muestra es grande, no sirve de nada eliminar variables “insig-
nificantes”. De hecho, los resultados finales suelen utilizar regresiones que incluyen
regresores estadisticamente no significativos para las variables de control. La sobre-
parametrizacién se puede evitar no informando de los coeficientes sin importancia en
una especificacién completa del modelo, pero haciendo constar este hecho en un lugar
apropiado dentro del estudio. Es cierto, que esto puede llevar a una cierta pérdida de
precision al estimar los regresores clave de interés, pero protege contra el sesgo causado
por la eliminacién errénea de las variables que deberian incluirse.

Otra alternativa muy interesante, es usar solo parte de la muestra (“muestra de entrena-
miento”) para bisquedas de especificacion y seleccion de modelo, y luego reportar los
resultados usando el modelo seleccionado estimado usando una parte completamente
separada de la muestra (“muestra de estimacién”). En tales circunstancias, las pruebas
preliminares (pre-test) no afectan a la distribucién del estimador, si las submuestras
son independientes. Este procedimiento generalmente solo se implementa cuando los
tamafios de muestra son muy grandes, porque el uso de una muestra menor en la
estimacion final conduce a una pérdida en la precision del estimador.
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7.7 Diagnosis de modelos

La bondad de ajuste se interpreta como la cercania de los valores ajustados a los valores
muestrales de la variable dependiente. Para los modelos lineales con K regresores, la
medida mds directa es el error estindar de la regresiéon, que es la estimacién de la
desviacién estandar del error

N 1/2
s = [(N - K)! Z (yi — ﬁz)2]

)

Otra medida del ajuste se puede construir usando el error absoluto. El error absoluto
medio serd
N
[(N —K)7'Y lyi - ﬂz‘]

Una medida relacionada en los modelos lineales es el R-cuadrado, el coeficiente de
determinacién multiple, que hemos visto en temas precedentes y que explica la fraccién
de variaciéon de la variable dependiente explicada por los regresores. El estadistico
R-cuadrado suele aparecer mas habitualmente que el s, aunque s puede ser més infor-
mativo para evaluar la bondad del ajuste.

Si el modelo de regresion no es lineal, es posible definir un pseudo-R-cuadrado. De
hecho hay varias medidas pseudo-R-cuadrado posibles que en los modelos no lineales
difieren y no necesariamente tienen las propiedades de estar entre cero y uno y aumentar
a medida que se agregan regresores. En efecto, si partimos de la descomposicién la
suma cuadratica total (SCT) como siguie

> (wi—9)? :Z(yi_Z)i)i+\2(gi_g)i+22(yi_@i) (@i —9),

SCR SCE

se pueden establecer estas medidas

SCR
R?%ES =1- W,
p2_ SCE

En general, estas medidas son diferentes, sin embargo en el modelo lineal estimado
por MCO resulta que el tercer sumando de la descomposicién anterior es nulo, y por
tanto en dicho caso sucede que R% ¢ = R%y p. Como estas medidas tienen sentido para
marcos no-lineales, destacamos que en tal situacién R% 4 podria ser menor a cero, Ry p
podria ser superior a la unidad, y ambos podrian disminuira a medida que incluimos
regresores.

Una medida relacionada es el cuadrado de la correlaciéon entre los valores observados y
ajustados

R%ORR = Corr?[y;, Ui
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que tiene la caracteristica de estar acotado entre 0 y 1, y que es igual al R-cuadrado
convencional en un modelo lineal con intercepto estimado por MCO. Al igual que los
anteriores es susceptible de disminuir al incorporar mas regresores al modelo.

Cuando la heterocedasticidad intrinseca del modelo quiere ser explicitamente tenida
en consideracion a la hora de valorar la bondad del ajuste, entonces es posible usar el
siguiente pseudo-R-cuadrado ponderado

~ SCRw
SCTw

Ry =1

donde SCRy = X (i — )" /62, SCTyw = 3. (y; — 1)° /6% por otra parte 52 es la

varianza condicional de y;, 62, i son la varianza y la media estimadas del modelo simple
que solo tiene como regresor un intercepto (término constante).

Por dltimo cabe destacar una generalizacion de las medida tipo R—cuadrado para
medidas objetivo disefiadas por el usuario. Sea () y(¢) la funcién objetivo a maximizar,
Qo el valor de dicha funcién en el modelo con tinicamente un término constante, Q) ;; el
valor de la funcién en el modelo ajustado, y ;... €l valor méximo posible alcanzable
por Qn(f). Asi pues la potencial ganancia sobre la funcién objetivo resultante de incluir
regresores serd (). — Qo, Y por tanto una medida seria la ganancia relativa (RG), es

decir,
int - QO N Qmax - Qf’Lt

2
RRG Qmam - QO ! Qmax - QO

Esta medida tiene las ventajas de que estar acotada entre 0 y 1, y que aumenta a medida

que aumentamos los regresores incluidos. Conviene que observar que en el caso MCO,

la funcién a maximizar es el valor negativo de la suma cuadrética de los residuos, de

manera que Qp = —SCT, Qi = —SCR, Qo = 0,y por tanto B3, = SCE/SCT. Todas

la pseudo-medidas presentadas pueden ser ajustadas por los grados de libertad.

Para la diagnosis del modelo suele ser comtin analizar los residuos. Una forma habitual
es mediante gréficos de los residuos por si mismos, o frente a otras variables de interés.
Asi, los gréficos de los residuos frente a los valores ajustados pueden revelar un ajuste
deficiente del modelo; los gréficos de los residuos frente a las variables omitidas pueden
sugerir que se incluyan més regresores en el modelo; y los graficos de residuos contra
regresores incluidos pueden sugerir la necesidad de una forma funcional diferente.
También puede ser ttil aplicar alguna técnica de representacién no paramétrica.

Algunos modelos paramétricos implican que un residuo adecuadamente definido debe
distribuirse normalmente. Esto puede comprobarse mediante un gréfico de que ordena
los residuos e; de menor a mayor y los contrapone frente a los valores pronosticados
si los residuos estuvieran exactamente distribuidos normalmente. Por tanto se dibuja
e; frente a € + 6,27 !((i — 0,5)/N), siendo é la media muestral de los residuos, . su
desviacion estandar y 7'(-) la inversa de la funciéon de distribucién normal.

En otras partes del temario se desarrollan aspectos complementarios del anélisis de
residuos. El lector puede encontrar interesante completar el apartado con el andlisis de
residuos propio de las series temporales.
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Tema 8

Endogeneidad y estimacion con variables instrumentales

Este tema estd elaborado como una adaptacién de los capitulo 15y 16 de:
Wooldridge. J. 4th Ed., Introductory Econometrics,
y del capitulo 4 (secciones 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9)

Cameron and Trivedi. Microeconometrics: methods and applications. Asi como de la
bibliografia complementaria

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Fuentes de endogeneidad.

Variables instrumentales.

Estimacidn con variables instrumentales.

Estimacién de minimos cuadraticos bietapicos.

Contrastes de endogeneidad.

Modelos de ecuaciones simultdneas

8.1 Fuentes de endogeneidad

El modelo de regresion lineal presentado con anterioridad es hasta cierto punto bastan-
te general, sin embargo aunque la aproximacién lineal sea factible para las variables
consideradas a analizar, la realidad de las relaciones econémicas y de los datos econé-
micos nos conducen facilmente a situaciones en las que alguno(s) de los supuestos que
caracterizan al modelo de regresion lineal no son satisfechas, y por tanto la validez del
modelo es limitada.

Hay varias situaciones muy recurrentes en el contexto de los datos observacionales
de seccion cruzada que claramente invalidan la estimacion por MCO. Destacamos las
siguientes fuentes de endogeneidad: el sesgo por omision de variables, los errores en las
variables, y la causalidad simultdnea Estas tres situaciones comparten el hecho de que

E(s|X)#0,i=1,2,..n,

es decir, son casos en los que se viola el supuesto de exogeneidad, y por tanto decimos
que el modelo tiene o sufre problemas de endogeneidad. La violacion de este supuesto

1
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se genera directamente porque existe correlacién entre alguna(s) de la(s) variable(s)
explicativa(s), X, y el término error, ¢,

E (g;x;) #0,i=1,2,...,n.

Cuando el supuesto de exogeneidad no se cumple, es decir cuando algunas de las
variables son endégenas, el estimador MCO es incosistente en el sentido de que el
sesgo no desaparece al crecer el tamafo de la muestra'. Sucede que las correlaciones
entre las variables observables y los errores (donde se incluyen al conjunto de variables
determinantes o influyentes pero no tenidas en consideracién en el modelo) contaminan
persistentemente a nuestros estimadores, haciendo que sea practicamente imposible
obtener informacion «limpia» de los coeficientes poblacionales 3;,j = 1,2, ..., k.

Por tanto, este es un problema grave en tanto que invalida el método y las conclusiones
que pudieran derivarse de estudios con variables end6genas. Se hace necesario contar
con métodos de estimacion alternativos que permitan controlar la endogeneidad. En
este tema veremos que uno de ellos consiste en la utilizacién de variables intrumentales,
pero antes veremos en cierto detalle las fuentes mds comunes de endogeneidad.

Sesgo por omision de variables relevantes

Supongamos que partimos de la siguiente especificacion general, que consideramos
correcta,

Yi = Bo+ BiXu + BoXoi + o + B Xpi + &5 (8.1)

sin embargo estimamos
Yi = Bo+ 51X + BoXoi + oo+ Bro1 X(p—1)i + €

Por lo tanto hemos omitido la variable X}, y formard parte del término error nuevo.
El principal inconveniente que puede aparecer al omitir una variable relevante es el
denominado sesgo de variable omitida. Para que el problema sea tal no solo consiste en
omitir una variable determinante de la variable dependiente, sino que es necesario que
la variable omitida cumpla otra condicion en relacién al resto de variables especificadas
en el modelo. En concreto, el sesgo de variable omitida se produce cuando se satisfacen
dos condiciones:

1. La variable omitida esté correlacionada con los regresores incluidos en la regresion,
X

2. La variable omitida es un factor determinante de la variable dependiente, Y.

IEsto parcialmente justifica que histéricamente esta inconsistencia sea etiquetada como sesgo de
estimacion o sesgo de endogeneidad, cuando realmente se trata de inconsistencia.

Tema 8. Endogeneidad y estimacién con variables instrumentales
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Este “sesgo de variable omitida” significa que el supuesto de exogeneidad no se cumple,
es decir, E(¢; | X;) # 0. Consideremos el modelo de regresién simple, en el que el término
error ¢; representa todos los factores, distintos de X;, que son determinantes de Y;. Si uno
de esos factores esta correlacionado con X, esto significa necesariamente que el término
error (que contiene este factor) estd correlacionado con X;. Debido a que entonces X; y
e; estdn correlacionados, la media condicionada de ¢; dado X; ya no serd constante, y
por lo tanto el supuesto central de exogeneidad no se satisface.

la consecuencia de que el supuesto de exogeneidad no se cumpla. Para ello consideremos
formalmente el estimador MCO del coeficiente de la variable explicativa

y o (1/n) (X = X)e
SN TR e vk

Bajo el supuesto de muestra aleatoria y el supuesto sobre atipicos, el numerador y el
denominador del segundo sumando de la expresion anterior pueden reemplazarse por
sus contrapartidas poblacionales, cov(e;, X;) = px.0.0x y 0%, respectivamente, donde
el término py. = corr(X, ). Si sustituimos estas expresiones obtendremos

o (1/n>E(Xi_X)€i P 0.0x
V7)o v 2

El sesgo precisamente se produce porque al estar correlacionado el error con la variable
explicativa entonces el término px. es distinto de cero, lo que hace que el estimador

1 no converja en probabilidad al verdadero valor 3, incluso si el tamafio muestral es
grande, por lo que también tendremos que el estimador no sera consistente. El sesgo
serd grande o pequefio en funcién de la correlacién px.: cuanto mayor sea en términos
absolutos, mayor sera el sesgo. La direccién del denomiando sesgo depende de si X'y

e estan positiva o negativamente correlacionadas. El estimador 3; en un modelo que
omite una variable relevante, X5, no recoge el efecto parcial sobre Y de un cambio en
X, pues al correlacionar con X, cuando varia X; también lo hace X,. De hecho lo que
captura es el efecto directo sobre Y de un cambio en X;, mads el efecto indirecto de X;
sobre X, que termina afectando a Y.
Error de medida en la variable explicativa
Supongamos que el modelo es de la siguiente forma

Yi = Bo + b1 Xy + BoXoi + o+ B Xy + &5, (8.3)
cuyo error de medida es

w, = X; — X (8.4)

Sustituyendo (8.4) en (8.3) tenemos
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Y; = Bo+ BriXui+ ...+ B X + (6s — frwni) = Po+ i X+ ...+ [ei — B (X — fz)]l (8.5)

N

U

Las propiedades de los estimadores del modelo (8.5) dependen de cémo consideremos
o caractericemos los errores de medida, es decir, dependen de qué supuestos hagamos
sobre error de medida de la expresion (8.4). La expresion (8.5) sugiere que los sesgos
dependerén de la correlacién entre el error v;, que incluye el error de medicicién, y el
regresor X;;. De modo que si w; estuviera correlacionado con X;;, también lo estaria v;
y habria sesgo e incosistencia en £3;.

Es posible que el marco en el que se obtienen los datos nos lleve a suponer que el error
de medida no esté correlacionado con la variable observable, digamos «X;», es decir
que

corr (X, wy) = 0. (8.6)

Este marco puede producirse, por ejemplo, cuando los datos provienen de una encuesta
en la que nos parece razonable considerar que el encuestado hace su mejor aproxi-
macion, dada toda su informacién, acerca del verdadero valor de la variable sobre
la que es preguntado. El error de aproximacion (esto es, el error de medida) no esté
entonces correlacionado con la respuesta de cada individuo, si ha utilizado toda su
informacion.

Por los supuestos del modelo de regresion lineal sabemos que «X;» y «g;» estdn in-
correlacionados en (8.5); ademds, por el supuesto (8.6), «X;» y «wy;» también estan
incorrelacionados. Por tanto «&; — 8;wy;» de la expresion (8.5) tiene media cero y estd inco-
rrelacionado con «X;». En definitiva si se cumple el supuesto (8.6), el modelo con errores
de medida (8.5) tendra estimadores consistentes. En tal caso, como hemos visto tendre-
mos estimadores consistentes, pero no olvidemos que la varianza del coeficiente /3, serd
mayor que en el caso de ausencia del error, puesto que var (¢; — S1wy;) > var (g;).

Alternativamente el marco en el que se recolectan los datos nos puede hacer pensar que
el error de medicién es puramente aleatorio, lo que se denomina modelo cldsico de error de
medicién. En tal caso podriamos considerar que el error de medida esta incorrelacionado
con la variable no observable:

corr (X7, w;) =0, (8.7)

y los errores de medida son de la forma

Xy = X+ wy, (8.8)

donde el componente aleatorio w; es tal que tiene media cero y varianza constante,
y ademas corr (w;, ¢;) = 0. Teniendo en cuenta la expresion (8.8), entonces la variable
observada «X;» y el error de medida «w,» estardn correlacionados:
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COoVv (Xl,wl) :E(Xlwl) :E(Xfw1)+E(wf) :O'?U. (89)
El error de medida «g;» y la variable observable «X;» estdn correlacionados en la
expresion (8.5), lo que incumple el supuesto de esperanza condicionada nula, y por
tanto los estimadores de (8.5) son sesgados e inconsistentes.

El caso del modelo de regresion simple utilizado en esta seccién nos permite comprobar
la expresion del sesgo para el modelo clasico de error de medicién. Si desarrollamos el
limite en probabilidad del estimador MCO se tiene

5 li ) X, Y
plimp, = plim (2 xlyl)_n _ covlX,Y)

plim (3", x7) var(X)

cov(X* +w,Y*)  cou(X*,Y) + cov(Y,w)

var(X*+w)  war(X*) +var(w)

si multiplicamos por var(Xx*)/var(X*), al ser la unidad, tendremos dado que cov (Y, w) =
0

cov(X*)Y) Jvar(X*) _ b1 _ var(X™) 8,
var(X*) + var(w)] fvar(X*) 1+ var(w)/var(X*)  wvar(X*) + var(w)l ‘

A

plimgl = [

El término A es un ratio de varianzas. En el numerador la varianza de la sefial y en el
denominador la varianza total (de la sefial y del error de medida de la misma). Por tanto
este ratio esta entre cero y la unidad. También esta tiltima expresién nos permite ver
(operando minimamente en el tltimo igual) cudl es el sesgo (asint6tico) de B

var(w)

X —I—var(w)) b

plim(Bl —B1) =M= Pi=—(1-N)p =~ <va,7“(

Y por tanto: (i) el estimador Bl estard sesgado hacia cero; es decir, si 3, > 0, entonces
(Bl — 51> < 0, mientras que si 3; < 0, entonces (Bl — 61) > 0; por lo que podemos

decir que $, infraestima el coeficiente poblacional de la variable medida con error; (ii) la
inconsistencia puede ser despreciable si la variabilidad del error de medida en relacién
a la variablidad de la variable explicativa original, es decir, si var(X*) es alta en relacién
a la var(w).

A modo de resumen hemos comprobado que dependiendo del supuesto que hagamos,
(8.6) u (8.7), los estimadores de los modelos con errores de medida serdn consistentes o
inconsistentes, y esta inconsistencia podria resultar insignificante, pero no nula. Resulta
dificil determinar en la practica cudl de los dos supuestos es més realista.

Un elemento a considerar es el sesgo que el error de medida puede inducir sobre otras
variables del modelo distintas de la medida con error. Para comprobarlo consideremos
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el efecto sobre la variable constante del modelo de regresién simple. Calculamos el
limite en probabilidad para el mismo

plim <Bo) = plim (Y — BlX*> =E(Y) — plim (BlX*>
= E(Y) — plimBE(X + w)
E(Y) — A E(X),

que no es consistente, es decir no colapsa asintéticamente con f, incluso si E(w) =
0.

By =E(Y) — HE(X).

Obsérvese que el error w; no esté correlacionado con el valor de la variable medida X,
ni l6gicamente tampoco la constante del modelo, y sin embargo se genera inconsistencia
en su coeficiente asociado. Pues bien, esto sucede también cuando consideramos un
modelo de regresion mdltiple. En general (salvo casos muy particulares, casi solo
contemplados en la teoria), el error de medida en una variable produce inconsistencia
en todos los coeficientes estimados ;.

Causalidad simultanea

Cuando tenemos un modelo, suponemos que las variables explicativas, X, son las que
«causan» o generan cambios en la variable Y. La causalidad simultdnea se produce
cuando la variable Y genera o «causa» cambios en alguna(s) de las variables X. Una
regresion estimada por MCO capturard ambos efectos, por lo que el estimador MCO
sera necesariamente inconsistente.

Para verlo con mayor detenimiento vamos a comprobar cémo la causalidad simultanea
induce a la existencia de correlacion entre el regresor X y el término error en la regresién
poblacional de interés. Por comodidad y a efectos ilustrativos consideremos que existen
solo dos variables X e Y, y que existen dos ecuaciones que indican las relaciones de
causalidad entre ambas:

Yi = po+BiX;+ e, (8.10)
Xi = Y+nY:+uv;. (8.11)

La Ecuacioén (8.10) es la ecuacién poblacional habitual en la que el coeficiente 3, es el
efecto sobre Y de una variaciéon en X, y donde el término ¢ representa otros factores
influyentes distintos de X. La Ecuacioén (8.11) representa el efecto causal inverso de Y
sobre X.

En esta situacion es facil ver que la causalidad simultdnea conduce a la correlacién entre
X, y €;. Para verlo, imaginemos, por ejemplo, que ¢; es negativo en la Ecuacién (8.10),
lo que hace disminuir Y;. Este menor valor de Y; afecta al valor de X; a través de la
Ecuacién (8.11), de modo que si el coeficiente v, es, por ejemplo, positivo, un valor bajo
de Y; conducird a un valor bajo en X;, y en tal caso, existird correlacién (positiva, en la
misma direccion) entre X, y ¢;.
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Matemaéticamente también es facil comprobar la existencia de correlacién entre X, y «;.
La Ecuacién (8.11) implica

cov(Xj,g) = cov(yo+ MY+ v, &)
= mcov(Y;, g;) + cov (v, &;)
= mcov(Y;, &)
= mcov(fy + 1 X + €, &)
= mpicov(X;, &) + 102,

Si despejamos cov(X;, ¢;), obtenemos

2
10
cov(X;, &) = _N%
L—mp
Este modelo sencillo nos permite entonces comprender la naturaleza del sesgo inducido
por la existencia de un proceso con causalidad en doble direccién entre dos variables,
cuando la que nos importa es una de ellas.

Afortunadamente, hay una alternativa a la técnica MCO que se comporta mejor, al
menos para muestras grandes. Esta alternativa que vamos a exponer en este tema
aprovecha el hecho de que, incluso cuando E (¢;x;) # 0, es posible (a menudo) utilizar el
propio andlisis econdémico (esto es, la teoria econémica que subyace a la relacién de las
variables econémicas) para localizar otras variables que no estén correlacionadas con el
término error ¢;. Estas variables que hemos detectado por el razonamiento econémico
pueden ser consideradas (cuando se cumplen ciertas condiciones) como un instrumento
que nos facilite estimar ;,j = 1,2, ..., k, y por este motivo se denominan variables
instrumentales (V).

8.2 Variables instrumentales (VI).

La inconsistencia de MCO causada por cualquiera de las fuentes de endogeneidad
anteriores implica que los cambios en la variable explicativa X estdn asociados no solo
con cambiés en la variable dependiente Y, sino también a cambios en las variables que
hay en el término error. Para paliar este problema necesitamos de un método que genere
variacion solo variaciéon exégena en la X. Idealmente podriamos conseguir dicha fuente
de varacién de un expermiento aleatorizado, pero esto raramente es factible.

Una forma alternativa de conseguir esta variaciéon exégena es a través de una variable
que haré de instrumento, y que denominaremos variable instrumental o instrumento.
Intuitivamente, podemos comprender cémo funciona la técnica de VI si consideramos
que la variable dependiente, X, consta de dos partes. Una parte, que por algtiin motivo,
esta correlacionada con ¢, y por tanto es la parte que genera disfunciones por endogenei-
dad; y otra parte que no esta correlacionada con ¢. Si fuera posible obtener informacién
que permitiera aislar la primera parte de X, podriamos estudiar solo las variaciones de
X que no estdn correlacionadas con el error, y obviar las variaciones de X que sesgan la
estimacion MCO. Esta informacién procederia de otra u otras variables que llamamos
variables instrumentales.
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Asi pues una variable, Z, que es instrumento tiene la interesante propiedad de que
cambios en Z estan asociados con cambios en X, pero no lo estdn a cambios en Y (a parte
de la via de relacién indirecta que se produce a través de X). La variable dependiente
Y y el instrumento Z estan correlacionadas meramente por la relacién indirecta a través
de X, que hemos comentado. En todo caso, Z no sera una variable explicativa para la
modelizacién de la variable Y.

Imaginemos que queremos estimar la respuesta de la demanda de mercado de un
producto agricola a cambios ex6genos en el precio de mercado. La cantidad demandada
depende claramente del precio, pero los precios no son exdégenos puesto que estan
determinados en parte por la demanda del mercado. Un instrumento adecuado para
la variable X = precio serfa una variable que correlacionara con precio pero que no
afectara directamente a la cantidad demandada. Un candidato obvio es una variable
que afecte a la oferta del mercado, ya que esta también afectaria a los precios, pero
que simultdneamente no fuera un determinante directo de la demanda. Un ejemplo
de variable instrumental vélida para este tipo de mercado agricula seria un variable
que capturara las condiciones favorables para el crecimiento del bien agricuola en
cuestion. En efecto, las condiciones de crecimiento favorables, no afectan directamente
a la demanda, y por tanto esta variacion externa sirve como potencial instrumento de la
variable precio.

Una vez identificado cémo deberia de ser un instrumento, el siguiente paso es estimar
los pardmetros del modelo.

8.3 Estimacidén con variables instrumentales.

Vamos a explicar esta técnica de estimacion a partir de un ejemplo que ilustra bien este
tipo de estimacion y que se utiliza con frecuencia en la literatura de variables instru-
mentales. Consideremos un modelo de economia laboral que explica el salario por hora
de los trabajadores. Supongamos que el modelo bien especificado es el siguiente:

In (salario);, = By + Pr-estudios; + So-habilidad; + €;, (8.12)

donde el término error representa los factores omitidos que determinan la variable de-
pendiente, en este caso, In(salario). Indudablemente la habilidad o capacidad intrinseca
o natural del trabajador debe influir en el salario, al igual que lo hace el nivel de estudios
alcanzado (nivel de formacién) por el trabajador. Por lo general, el nivel de estudios
alcanzado por el individuo y su capacidad o habilidad estan también correlacionados:
los niveles de formacién suelen ser més altos para aquellos con mayores habilidades o
capacidades. La variable «habilidad» es dificil de definir, y en términos practicos, muy
dificil de medir, de manera que nos encontramos con una variable importante que es
inobservable.

Si consideramos la posibilidad de estimar el modelo sin la variable inobservable
«habilidad», es decir, estimariamos el modelo de regresiéon simple
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In (salario), = By + Prestudios; + v;, (8.13)

en el que la variable «habilidad» pasa a formar parte de los errores «v», que ahora
necesariamente son distintos de los errores de la funcién de esperanza condicionada
(FEC) (8.12), €.

Por otra parte, dado el modelo de la FEC, sabemos que

cov (estudios;, v;) # 0, (8.14)

es decir, la variable que habitualmente denotamos por X estd correlacionada con el
término error «v» de la ecuaciéon estimada. Cuando sucede esto decimos que la va-
riable explicativa es endégena. Solo cuando X no estd correlacionada con los errores
poblacionales, decimos que la variable explicativa es exégena.

Cuando la ecuacion mal especificada por omision de variable relevante, como en la
Ecuacién (8.13), sabemos que la variable explicativa (estudios) serd enddgena al estar
correlacionada con el error v, ya que hemos considerado que el modelo poblacional es
(8.12), y por tanto el error de la i-ésima observacién incorpora la variable habilidad;. Por
este motivo, MCO generard estimaciones no consistentes de los coeficientes de interés
en el modelo (8.13).

Para estimar consistentemente «,» y «3;» en estas condiciones, tenemos que utilizar
informacion externa a la proporcionada en el modelo (8.13). Mas concretamente debe-
mos encontrar una variable «Z» (variable instrumental o instrumento) que satisfaga
dos condiciones necesarias para que el «instrumento» tenga el efecto deseado de per-
mitirnos estimar consistentemente los coeficientes de interés, es decir, dos condiciones
para que el instrumento sea valido. A estas condiciones se las conoce como condicién
de exogeneidad del instrumento y la condicion de relevancia

cov (Z,v) =0, (8.15)

cov (Z,X) #0, (8.16)

es decir, tenemos que encontrar una variable «Z» que no covarie con los errores «v»
de la expresion (8.13) y covarie con la variable explicativa endégena «X». Bajo estos
supuestos decimos que «Z» es una variable instrumental de «X». También podemos
decir que el instrumento «Z» es exdgeno en el modelo (8.13) y esta correlacionado con
la variable explicativa endégena «X». Si un instrumento es relevante, la variacién en el
instrumento esta relacionada con la variacién en X;. Si, ademads, es ex6geno, entonces
la parte de variacién de X; capturada por el instrumento Z; es exégena. Por tanto, un
instrumento relevante capta los movimientos de X; que son exégenos. Esta variacion
ahora exdgena puede ser utilizada para estimar «sin contaminacién» el coeficiente ;.
El requisito de exogeneidad del instrumento excluye la posiblilidad de que Z sea un
regresor en el modelo Y, dado que si por el contrario Y dependiera tanto de X como de

Tema 8. Endogeneidad y estimacién con variables instrumentales



8.3. Estimacién con variables instrumentales. 10

Z,eY fuera regresada solo sobre X, entonces Z quedaria absorvida dentro del error de
tal manera que entonces Z estaria correlacionda con el error.

Con la informacién adicional que proporciona el instrumento Z, si partimos de un
modelo de regresion simple tal que

Y = By + /1 X + v; cov(X,v) # 0; Z es un instrumento vélido

se tiene que
cov(Z,Y) = Breov(Z, X) + cov(Z,v)

la condicién de exogeneidad implica que los pardmetros poblacionales son

_cov(Z,Y)
b= cov(Z,X)
B B cov(Z,Y)
Bo=E(Y) - HEX) =E(Y) — mE(X)-

Reemplazando estos momentos poblacionales por sus expresiones muestrales, obtene-
mos el estimador de variables instrumentales

—

BYT = cov(Z,Y) >z
Vi T2 o
cov(Z,X) Dzl

donde las variables estdn en desviaciones respecto a sus medias; y
AVI _ N AVIS
Y=Y - BYX.

Ahora este estimador serd consistente al usar el instrumento

avi o (/)Y zy  (Un)y o zi(Biai+vi) B+ (1/n) > zivi
' (1/n) >° ziz; (1/n) - ziz; (1/n) >° ziw;
Wi og oy cov(z,v) 5+ Pz0 90 _

cov(z, ) Pzx OX

puesto que el instrumento garantiza cov(z,v) = 0y que por tanto el estimador de VI es
consistente. Resulta ilustrativo observar que el estimador de VI coincide con el estimador
de MCO en caso de que la variable X tenga las propieadades de instrumento de si
misma, Z = X. En tal caso la condicién de relevancia serd inmediatamente satisfecha
puesto que la correlacién entre X y Z serd perfecta. Si la condicién de exogeneidad se
cumpliera, es decir, si cov(Z = X, v) = 0, entonces sustituyendo en la expresién de Byt
se comprueba inmediatamente que Y/ = 30 y lo mismo suceré para el estimador
del término independiente.

La expresion matricial del estimador es

By, = (ZX)'Z'Y
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dada una matriz Z de dimensiones n x (k + 1) donde hay el mismo namero de instru-
mentos que variables explicativas. Naturalmente la matriz de instrumentos incluye el
término independiente, que hace de instrumento de si mismo.

El estimador de la varianza de By se obtiene siguiendo exactamente los mismos pasos
que para obtener el de la varianza del estimador de MCO :

var (Bw) —(ZX)'Q(Z'X)"", donde 2 = 3" x;x!¢2.

Por tanto, con errores heterocedéasticos el estimador de VI es asintticamente normal,
con media 3, y la varianza indicada anteriormente.

Esta varianza serda mayor que la de estimador de MCO. Sin embargo no tiene mucho
sentido la comparacion entre una y otra puesto que el estimador MCO no es consistente
si hay endogeneidad. Lo que si es interesante es que la varianza tendera a mayor cuanto
menor sea la correlacién entre instrumentos y regresores.

Por tanto, con errores heterocedasticos el estimador de VI es asintéticamente normal,
con media 3, y la varianza indicada anteriormente.

Para ilustrar el problema y la solucién que ofrece el estimador de VI hemos generado
mediante simulacién el siguiente modelo

Y:60+61X+U7 60:0751:075
X=ayt+taZ+V; ap=0,09 =1
Z ~ N(2,1);

U~ N(0,1),V ~N(0,1) corr(U,V)=0,8

La variable explicativa X estd por construccion correlacionada con V' y V a su vez
estd correlacionada con U, por tanto corr(X,U) # 0y podemos decir que la variable
X es enddgena. El estimador MCO de 5y, 51 serd por tanto inconsistente. El modelo
dispone de una variable Z que estd correlacionada por construcciéon con X (mediante el
pardmetro a;). Podemos decir entonces que cumple el criterio de relevancia. Ademas,
Z es una variable que se distribuye como una normal que es independiente de U, por lo
que la variable Z es ex6gena respecto de U, corr(Z,U) = 0. Asi pues cumple el requisito
de exogeneidad. En resumen, podemos afirmar que Z es un instrumento de X.

En esta simulacién hemos generado dos muestras, una de tamafio 100 y otra de tamafio
10,000. Para cada muestra hemos estimado los parametros de interés 3, 3, tanto por
MCO como por VI. La siguiente tabla muestra los resultados.

Observamos varias cuestiones relevantes. El estimador MCO de la pendiente es incon-
sistente: para un tamafio muestral de 100 es de 0,91 (cuando deberia estar préximo a
0,5), y este problema no desaparece cuando aumentamos el tamafio muestra mil veces
(para 10.000 observaciones el estimador MCO sigue anclado en el 0,9). Sin embargo,
al utilizar un instrumento y estimar por VI los resultados cambian drésticamente. En
efecto, el estimador de VI de la pendiente del modelo arroja un valor muy préximo a
0,5, independientemente del tamafio muestral. Algo similar sucede con el estimador del
término independiente.
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Tabla 8.1: Estimacion MCO y VI

n =100 n = 10,000
MCO VI MCO VI
Constante  -0.98 -0.16 -0.81 -0.01
(0.1151) (0.1912) (0.013) (0.020)
X 0.91 0.49 0.90 0.51
(0.0500) (0.0912) | (0.0061)  (0.0101)

El ejemplo de simulacién anterior ilustra claramente la conveniencia de usar VI. Dicha
utilidad naturalmente estd supeditada a la existencia de suficientes instrumentos véli-
dos. Si los instrumentos no son validos, las conclusiones carecerdn de sentido. Es por
tanto importante saber evaluar cudndo los instrumentos son o no validos. Sobre este
aspecto volveremos mads adelante en el tema, por el momento consideraremos que los
instrumentos son validos.

En el caso del salario, expresion (8.12), los expertos en el mercado laboral han utili-
zado como variable instrumental el «nivel educativo de la madre». Este instrumento
cumple claramente la condicién de relevancia al estar correlacionada con la variable
«estudios» del hijo, y puede resultar que también cumpla la condicién de exogeneidad
del instrumento, si consideramos que la habilidad del hijo no esté correlacionada con
el nivel de estudios alcanzado por la progenitora, cuestion que ha sido discutida en la
literatura especializada. Un instrumento menos controvertido que se ha utilizado es
la proximidad a la universidad o centro de formacién superior. A priori, cuanto més
alejado se esté del centro, menor es la probabilidad de recibir educacién superior. Y por
otra parte, es bastante factible que no haya relacién directa entre la variable habilidad y
la proximidad geogréfica a la universidad.

8.4 Estimacién de minimos cuadraticos bietapicos.

Introduccion

Consideremos que disponemos de un instrumento que cumple las condiciones (8.15)
y (8.16) y que necesitamos que instrumentalice a la variable explicativa endégena X,
entonces podemos estimar consistentemente la ecuaciéon

Yi = 50 + Ble + &4, COU(X, E) 7& 0 (817)

mediante un estimador de VI denominado minimos cuadrados en dos etapas (MC2E),
aunque en el modelo poblacional exista correlacién entre X; y ¢;. El estimador consta de
dos fases.

La primera etapa consiste en una regresion poblacional que relaciona a X con Z

Xi = To +7TlZ¢ +Uz‘7
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donde los pardmetros g, 71 son el intercepto y la pendiente, respectivamente, y donde
u; es el término error de esta regresion auxiliar. Esta regresion define las dos partes
que necesitamos. A partir de las condiciones de validez del instrumento, la parte no
problemaética de X; es my + m Z;, que es la parte de X; que captura o explica Z;. Dado
que Z; es exdgena, esta componente estd incorrelacionada con el término error de
(8.17), ;. La otra parte restante, es decir, u; serd la parte de X; problematica por estar
correlacionada con ¢;. Los MC2E utilizan la parte no problemadtica, pero para ello es
necesario estimar por MCO los coeficientes 7, m; y formar la variable X, = o + 112
La segunda etapa consiste en la estimaciéon por MCO de la regresién de la variable
a explicar Y; sobre X;. Los estimadores resultantes de la segunda regresion son los

estimadores MC2E que denotamos por 3/€2F y 3MC2E,

En una regresion por VI simple, esto es, con una sola variable explicativa endégena y un
solo instrumento, la estimacién MC2E nos conduce a estimaciones consistentes de los
coeficientes de la Ecuacién (8.17). Para ello expresamos /3; en funcién de las covarianzas
poblaciones que induce la Ecuacién (8.17):

COV(ZZ', Y;) = Cov [Z, (ﬂo + Ble + 61)]
= B1COV (Zl7X’L) + cov (Z’i7€i) .
A partir del requisito de exogeneidad del instrumento, cov(Z;, ¢;) = 0, y dado el cum-

plimiento del requisito de relevancia, cov(Z;, X;) # 0, podemos encontrar (identificar)
la expresién poblacional del pardmetro fi:

_ cov (Z;,Y;)
b= cov (Z;, X;)
Es decir, el coeficiente poblacional es el cociente de la covarianza poblacional entre Z e
Y y la covarianza poblacional entre Z y X.

(8.18)

Para estimar consistentemente estas covarianzas poblacionales, podemos utilizar sus
analogos muestrales:
—_— n 4 W,
aMC2E _ COV (Z,Y:) Y (Zi—2Z)(Yi-Y)

TS X) S (Z-2) (X X) (8.19)

jucee _y _ guces g, (8.20)
si el instrumento «Z» y la variable endégena explicativa «X» coinciden, entonces los
estimadores por VI y MCO (51 = %) coinciden. De hecho si recordamos las
ecuaciones normales de la estimacién MCO

n

Z(Yi_go—ﬁAlXZ) :iéz‘zo
i=1

i=1

S (V- - i) = 30X~
1=1

i=1
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que nos conducian al estimador MCO, y utilizamos ahora la variable Z para «instrumen-
talizar» la variable explicativa endégena X en dichas ecuaciones obtendriamos:

zn: (YE — B — Ble) = Xn:éi =0 (8.21)
i=1

=1

>z (V- b Bix) =3z =0, (822)
i=1 i=1

que resolviendo nos permitiria recuperar la expresion del estimador MC2E (8.19), y por
tanto también el estimador MC2E del término independiente.

Dado que las covarianzas muestrales en dicha expresion (8.19) son estimadores consis-
tentes de sus respectivas poblacionales, es decir, cov (Z;, Y;) = cov (Z;,Y;) ,y cov (Zi, X;) 5

cov (Z;, X;), tendremos que
AMC2E P
1 — ﬁh

por lo que el estimador de VI es también consistente.

De nuevo el uso de teorema central del limite, al tratarse de promedios de variables
aleatorias, nos conduce a la normalidad. Por tanto, para muestras grandes resulta que
el estimador de MC2E nos conduce a una distribucién normal

AMC2E as 2
1 ~ N <B1> UB{VICQE) )
donde

2 _ var ((Z — pz) €)
prieze n [cov (X, Z;)|

(8.23)

La expresion (8.23) se puede estimar a partir de la estimacién de la varianza y covarianza
que aparecen en la misma. La raiz cuadrada de la estimacién de (8.23) es el error estandar
del estimador VI. Dado que el error podria ser heterocedédstico hemos de asegurarnos
de utilizar las versiones robustas a la heterocedasticidad por los mismos motivos que lo
haciamos con el estimador MCO en regresiéon multiple.

Para contrastar hipétesis sobre 3, utilizamos un estadistico tipo ¢, y si queremos cons-
truir un intervalo de confianza al 95 %, siempre que la muestra sea grande, lo haremos

de este modo ) R
MC2E 11 96 x ee ( {WC?E) .

Generalizacion a varias variables

En un modelo general de regresién con VI hay que considerar cuatro tipos de variables.
Vamos a introducir una notacion ligeramente distinta a la que hemos mantenido hasta
ahora en este tema para referirnos a las variables explicativas endégenas: la variable
dependiente que es enddgena, Yy; las variables explicativas (regresores) enddgenas, que estan
correlacionadas con el término error, y que por ser enddgenas, pero distintas de la
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dependiente, las denotamos por Y, siendo el subindice £ > 0; los regresores que son
variables exégenas incluidas, X; y por dltimo las variables instrumentales, Z.

El caso del modelo simple de regresién por VI [Ecuacién (8.17)] quedaria con esta
notacién de la siguiente manera

Yo = Bo+ BiYii + e (8.24)

En este caso la regresién VI simple de la seccién anterior es factible que se practique
porque hay el mismo nimero de regresores endégenos, £ = 1, que instrumentos, Z.
Si hubiera menos, es decir, en caso de que no hubiera instrumentos no podriamos
realizar la regresion de la primera etapa. Ahora bien, en caso de que hubiera mas
instrumentos que regresores endogenos si podriamos hacer la regresiéon de la primera
etapa. Por tanto, es especialmente relevante la relacién entre el niimero de instrumentos
(m) y el nimero de regresores enddgenos (k). Decimos que los coeficientes de regresion
estan exactamente identificados si el nimero de instrumentos es igual al namero de
regresores endogenos, es decir, m = k. Los coeficientes estan sobreidentificados si el
ntmero de instrumentos es mayor que el nimero de regresores endégenos, m > k. Si el
nimero de instrumentos es menor, dirfamos que los coeficientes estdn subidentificados.
Para estimar los coeficientes mediante cualquier técnica de variables instrumentales,
estos deben estar identificados o sobreidentificados.

Modelo con un tnico regresor endégeno

Supongamos una ecuacion general con «r» variables explicativas exégenas y una expli-
cativa end6gena

}/Oi = 50 =+ Ble’i + ﬁgXQi + ...+ ﬂer' + 5r+1}/1i + & (825)

donde la variable «Y;;» es una variable explicativa endégena (correlacionada con los
errores «g;»), el resto de variables explicativas son exégenas (no correlacionadas con el
término de error «¢;»), y por tanto el nimero de regresores endégenos es 1, k = 1; el
nimero de regresores total es r + 1(= r + k), al que habra que incorporar la constante.
La Ecuacion (8.25) a veces se denomina ecuacion estructural.

Supongamos por ahora que tenemos solo una variable instrumental (m = 1) y que
por tanto cumple las condiciones de exogeneidad, «Z;;» exdgena respecto a (8.25), esto
es, no correlacionada con los errores «cov (Zy;,¢;) = 0»; y de relevancia «Z;;», estd
correlacionada con la variable end6gena explicativa «cov (Zy;, Y1;) # 0».

Esta dltima condicién de relevancia la podemos intentar contrastar directamente me-
diante la primera etapa cuando formamos la regresion:

Yii=mo+mXy + meXo 4+ oo + e Xk + M1 21 + wss (8.26)

donde regresamos la variable explicativa enddgena «Y;,» con todas las variables ex6ge-
nas de la ecuacion estructural (8.25) y el instrumento. Esta ecuacién se denomina forma
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reducida del modelo estructural (8.25) para la variable Y},_;. El requisito de correlacién
entre la variable explicativa endégena «Y3;» y el instrumento «Z;;» se confirma si el
estimador del coeficiente asociado al tinico instrumento «m;;1» de (8.26) es significati-
vamente distinto de cero, para lo que podemos hacer un test tipo ¢. De manera que si
«mp41 7 0» entonces «Z;» cumpliria el requisito de relevancia respecto de la variable
explicativa endégena «Y7;». En tal caso sabemos que entonces la ecuacion estructural
(8.25) esta identificada, y podria estimarse?.

En este caso particular, en la primera etapa del método de MC2E estimamos la variable
explicativa endégena «¥;» por MCO utilizando la forma reducida (8.26), y en la segunda
etapa estimamos el modelo estructural (8.25), también por MCO, pero sustituyendo
la variable explicativa endégena «Y7;» por la estimacion realizada en la primera etapa
«Y1».

Puesto que la forma reducida (8.26) estd constituida por variables exdgenas [no corre-
lacionadas con los errores del modelo estructural (8.25)], la estimacion de la variable
explicativa endégena «Y;,» tampoco esté correlacionada con los errores del modelo es-
tructural. La ecuacién en forma reducida también se puede escribir como «Y;; = Vi 4 u;»
y sustituyendo esta expresion en (8.25) tenemos que

Yoi = Bo + Bi1 X1 + BoXoi + ... + B X + 5k+1Yu + (¢i + Bryrwi) (8.27)

donde comprobamos que los errores «&; 4 i41u;» tienen media cero y estdn incorre-
lacionados con todas las variables explicativas, y ahora ademas los estimadores son
consistentes.

En ocasiones contamos con mds de una variable instrumental para «Y;,», por ejemplo si
«Zy» Y «Zy» son variables excluidas de modelo (8.25) y exdgenas [en el sentido de estar
incorreladas con los residuos «&;» del modelo estructural (8.25)], entonces incluiremos
ambos instrumentos «Zy;» y «Z;» en la forma reducida (8.26) junto con el resto de
exdgenas incluidas en el modelo.

Yii =m0+ miXu + meXo + oo + T X + Trp1 21 + T2 Zoi + U

Estimarfamos esta ecuacion de la primera etapa por MCO

3//1\1‘ = Mo + M X1 + T Xoi + .. + T Xpi + Mo 1 215 + TryoZoi (8.28)

Si son en conjunto significativamente distintas de cero, es decir si podemos rechazar la
hipétesis nula «Hj : w41 = 742 = 0», entonces ambas variables cumplen el requisito
de relevancia para «Y7;» o, dicho de otra forma, el modelo (8.25) est4 identificado y lo
podemos estimar, como vimos en la seccién anterior, consistentemente por el método de
minimos cuadrados en dos etapas (MC2E). La ecuacion de la segunda etapa consistira
en usar de nuevo la expresion (8.27) pero usando la variable estimada en la primera
etapa indicada en (8.28).

2Podriamos utilizar cada una de las variables instrumentales para estimar el modelo estructural (8.25)
por MC2E, pero entonces tendrfamos dos estimadores diferentes y normalmente ninguno de los dos seria
eficiente. Una buena combinacién de ambos serd mas eficiente.
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Los programas especializados suelen estimar de forma rutinaria por MC2E y por tanto
no es necesario realizar las dos etapas manualmente. Esto es especialmente impor-
tante porque los errores estandar que calcularfamos a partir de la segunda etapa se
calcularian (como vemos) con estimadores del término error inapropiados pues no
solo incorporarian (en tal caso) a los ¢;. El software econométrico especializado evita
el realizar las dos etapas, y solventa esta fuente de confusioén o error. Generalmente
estos programas piden que se especifique la ecuacioén estructural (8.25) y otro conjunto
de variables que incorpore todas las variables exégenas del modelo estructural y las
variables instrumentales propiamente dichas. En todo caso, salvo que expresamente se
indique lo contrario, presentaremos la regresiéon con Y;; en lugar de con Y}; indicando
siempre cudles han sido los instrumentos.

Para comprender atin més la 16gica de los MC2E, consideremos el modelo de regresion
simple con més de un instrumento disponible. En realidad para estimar por MC2E,
seglin nos indican las ecuaciones (8.21) y (8.22), bastaria un solo instrumento por lo que
podriamos desechar los restantes. Sin embargo desechar instrumentos es desperdiciar
informacioén (si los instrumentos son buenos). Como hemos descrito, el método de los
minimos cuadrados en dos etapas (MC2E) nos conduce a considerar toda la informacién
a través de la variable Y}, constituida a partir de los instrumentos disponibles, y en ese
caso las ecuaciones normales serian

i(Yi_BO—ﬁAlXi) :Zn:éi:()
i=1

i=1

> Vi (Vi fo— BiXi) = D Vid =0,
i=1 i=1

Una forma alternativa de estimacién es posible. Consideremos, por simplificar, que te-
nemos dos instrumentos (Z;, Z,) para el modelo de regresién simple. Ahora, ademés de
las restricicciones sobre los momentos (8.21) y (8.22), habra otra condicién o restricciéon
nueva, por lo que tendremos un total de tres restricciones

zn: (Yz‘—Bo—BlXZ) :zn:éi:(h
i=1

i—1
Z Z1; <Yz‘ — By — BIXZ’) = Z Zi€; = 0,
i—1 i—1
Z Zo; (Yi — By — B1Xz‘> = Z Zyi; =0
=1 i—1

es decir, ahora tenemos tres ecuaciones con solo dos incégnitas, por lo que en principio
podriamos obviar una de las ecuaciones y usar las dos restantes para resolver y despejar
las inc6gnitas. Sin embargo para evitar desperdiciar informacién, podemos seleccio-
nar los 51, 5o que mas se aproximen a satisfacer simultdineamente las tres restricciones
muestrales.
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Esta via de estimaciéon conduce a la denominada estimacion por el Método Generalizado
de los Momentos (MGM o GMM, por sus sigléds en inglés), y que desarrollamos en otro
tema. De hecho, como entonces se ver4, el estimador GMM es mas eficiente que el de
MC2E, estimador (este altimo) que bajo ciertos supuestos es un caso particular (de
dichos supuestos) de estimaciéon GMM.

Extensién al caso de miltiples regresores endégenos

Es perfectamente factible que el modelo tenga méas de una variable explicativa endégena.
Consideremos un modelo estructural general con «r» variables exdgenas y «k» variables
explicativas endégenas

Yoi = Bo + 81 X1 + BoXoi + ... + B Xpi + By Y1)i + -+ Bosry) Yinyi + €i (8.29)

Para estimar (8.29) necesitamos un ntimero «m», igual o mayor a «k», de variables
instrumentales exdgenas al modelo estructural (8.29) que estén correlacionadas con
las «k» variables end6genas del modelo estructural; esto se denomina condicién de
orden (nimero de instrumentos al menos igual al ntiimero de variables explicativas
endogenas).

Desafortunadamente la condicién de orden es necesaria pero no suficiente para identifi-
car y por tanto para poder estimar el modelo estructural (8.29). La condicién suficiente
para identificar el modelo estructural, denominada condicién de rango, requiere es-
timar todas las ecuaciones reducidas del modelo estructural. Para la Ecuacién (8.29),
tenemos «k» ecuaciones reducidas

Yy = mo1 + 1 X1 + 71 Xoi + oo + 1 Xoi + Tog1)1Z)i + o+ Trrm)1Z(myi + Ui
Yoy = mo2 + 12 X1i + T2 Xoi + o + T2 Xopi + Trg1)2Z1)i + o+ Trgm)2Z(m)i + Ui

Yy = mor + me X1 + o Xoi + oo + T Xoi + Tk Z)i + oo+ Trgm)k L(m)i + Unki-
(8.30)

Si utilizamos notacién matricial para mostrar los estimadores de los instrumentos,
obtenemos la siguiente matriz:

T+l Tr+2)1 - T(r4m)l
Tr+1)2 T(r+2)2 -+ T(r+m)2 (8 31)
Tr+Dk T(@r+2k -+ T(r+m)k

En el caso de que el ntimero de instrumentos sea igual al nimero de variables endégenas,
la matriz anterior seria una matriz cuadrada, al ser el ntimero de filas igual al nimero
de columnas. Lo que interesa no es tanto el nimero de filas y columnas, sino el rango
de la matriz para que el modelo sea estimable. Para que el modelo estructural (8.29) esté
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identificado y sea estimable, el rango de la matriz de orden (k x m) debe ser igual al
nimero de variables endégenas explicativas «k» (igual al nimero de filas).

En caso de que m = k, la condicién se satisface si su determinante es distinto de
cero. Si el rango es menor (determinante nulo) entonces el modelo estructural no esta
identificado y no es estimable.

Si el nimero de instrumentos, m, es mayor que el nimero de enddgenas explicativas
entonces la matriz de (8.31) tendrd un nimero de columnas mayor que «k», en tal caso el
modelo estructural estd identificado si podemos construir una matriz de «k» columnas
y «k» filas cuyo determinante sea distinto de cero (matriz de rango «k»).

La condicién de orden determina si el modelo esta sobreidentificado, situaciéon que
se produce cuando el ntimero de instrumentos excluidos de la ecuacién estructural
8.29 es mayor que el niimero de variables endégenas explicativas. Cuando el ntimero
de instrumentos es igual al nimero de variables endégenas, entonces sabemos que el
modelo estructural (8.29) estd exactamente identificado y podemos estimarlo.

La estimacion por MC2E del caso general de la Ecuacién (8.29) comprende las siguientes
dos etapas:

1. Regresiones en la primera etapa: regresar por MCO Y; sobre una lista de variables
formada por las variables instrumentales (Z;, ..., Z,,;) y por las variables ex6genas
incluidas (Xy;, ..., X;;), incluyendo el intercepto. Esto nos permite calcular los
valores estimados de Y3;, que hemos denominado Yu,z’ = 1,...,n. Esto se repite
para todos los regresores endégenos, Y, ..., Y, calculando por tanto sus valores
estimados respectivos, }A/Qi, - }Afki,z‘ =1,...,n.

2. Regresion en la segunda etapa: regresar por MCO Y, sobre una lista de variables
formada por los valores estimados de las variables endégenas (ffh, e Yki) y
sobre las variables exégenas incluidas (Xy;, ..., X,;), incorporando el intercepto.
El estimador MC2E, BMC2E — (AéWCQE ,pMC2E B%F%QE), son los coeficientes
estimados en esta segunda etapa.

El estimador en forma matricial y su desarrollo se encuentra en la tltima seccion de este
tema y lo reproducimos a continuacién del siguiente modo

BMC2E _ <X’X) Ty

donde )
X = Z(Z’Z)_1Z’X.

En el modelo simple de la seccién anterior, establecimos dos condiciones [(8.16) y (8.15)]
para la validez de un instrumento. Las condiciones o requisitos para la validez de los
instrumentos en el modelo general de VI l6gicamente han de incorporar a estas como
caso particular. En el caso de que existan varias variables endégenas incluidas en el
modelo estructural, debemos garantizar que no hay multicolinealidad perfecta en la re-
gresion poblacional de la segunda etapa. Esto es asi porque si hubiera multicolinealidad
perfecta en el modelo poblacional no podriamos estimar, dado que los instrumentos

Tema 8. Endogeneidad y estimacién con variables instrumentales



8.5. Contrastes de endogeneidad. 20

no proporcionarian informacién suficiente sobre los movimientos exégenos de las en-
doégenas, y por tanto no podriamos «aislar» sus efectos sobre la variable dependiente
Y.

Resumimos a continuacién las dos condiciones para la validez de un conjunto de m
instrumentos:

1. Relevancia del instrumento: Los vectores (1, Xy ooy Xpi, }A/f;, oy Y,;;) no deben ser

perfectamente multicolineales, donde Y}; es el valor de prediccién de Y; a partir
de la regresion poblacional de Yj; sobre los instrumentos (Z) y los regresores
ex6genos incluidos (X), y «1» es el valor que toma el término constante a todas las
observaciones ¢ = 1, ..., n. Si solo hay una variable endégena incluida, Y3, esto se
cumple si al menos el coeficiente de un instrumento Z en la regresiéon poblacional
de Y; sobre los m instrumentos Z y las r exdgenas incluidas X es distinto de cero.

2. Exogeneidad del instrumento: Los instrumentos no estan correlacionados con el
término error: corr(Zj;,e;) = 0,7 =1,2,...,m.

8.5 Contrastes de endogeneidad.

En esta seccién vamos a considerar dos tipos de tests, uno sobre la endogeneidad de
una variable, y otro sobre los instrumentos.

La cuestion inicial es saber si una variable es 0 no endégena debido a todos los problemas
que de invalidez que supone. Consideremos un modelo general con una sola variable
explicativa endégena

Yo = Bo+ BiXa + . + B Xy + BVt + e, (8.32)

donde sospechamos que «Y;» es endégena. Ademds contamos con dos instrumentos
«Zy» y «Zy» (la validez de los instrumentos depende de si son exégenos al modelo o no
correlacionados con «e»).

Para contrastar si «Y;» es verdaderamente una variable explicativa endégena, Hausman
propuso comparar las estimaciones MCO y MC2E vy si las diferencias entre ambas
estimaciones son significativas concluimos que «Y;» es endégena, pues de lo contrario
(en caso de exogeneidad de la variable) ambos estimadores serian consistentes y no
deberian existir diferencias entre una y otra.

Para realizarlo partimos de la forma reducida de «Y;»

Yi =m+mXy + .+ m Xy + ) 21+ T2y Lo + U, (8.33)

ecuacion que estimamos por MCO. A partir de la misma obtenemos
cov(Y1,¢e) = cov(u, €)

por tanto
cov(Y1,6) =0 <= cov(u,e) = 0.
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Vemos entonces que contrastar cov(Y;,e) = 0 es equivalente a contrastar cov(u, ) =
0. Bajo la hipétesis nula Hy : cov(Yi,e) = 0, se verificaria que el coeficiente J en la
regresion

€ = 0u + error
serfa nulo (6 = 0). Es decir, contrastar ¢ = 0 equivaldria a contrastar Hj : cov(Y,¢) = 0.
En la préctica dado que no observamos u utilizariamos el residuo MCO de la primera
etapa, u.

Precisamente, el contraste de endogeneidad, también denominado contraste de especifi-
caciéon de Hausman, consiste en introducir los residuos estimados en la forma reducida
«U» como una variable explicativa mas, es decir, estimamos la siguiente ecuacién por
MCO

YE) :ﬂo+61X1+...+ﬁka+6(k+1)}/i+5ﬁ+€, (834)

y contrastamos «§» de la forma usual (mediante el contraste de la «t»); si «0» es signifi-
cativa entonces concluimos que «Y;» es endégena porque la «e» de la forma estructural
y la «u» de la forma reducida estdn correlacionadas (ademas los estimadores «3;» de
esta ecuacion coinciden con los estimados por MC2E).

En el caso de r variables potencialmente enddgenas, el contraste de Hausman requiriria
(i) estimar las r formas reducidas con sus correspondientes residuos (de la forma
reducida); (ii) incluir en el modelo de interés como r regresores adicionales cada uno de
los residuos obtenido en la fase (i); (iii) hacer un contraste de significacién conjunta de
dichos residuos mediante el estadistico tipo F' siguiente

SCRyp — SCRypR 4 2

SCRyR

donde SC R}, es la suma de los cuadrados de los residuos del modelo original (es decir
sin incluir los residuos de las formas reducidas), y SC R} la suma de los cuadrados de
los residuos del modelo (no reducido), es decir que si incorpora como regresores los
correspondientes residuos de las r formas reducidas. Si los residuos son conjuntamente

significativos (esto es, si se rechaza la hipétesis nula), entonces al menos una de las
variables explicativas potencialmente enddgena lo es en la realidad.

Woz(n—k—l)

Por otra parte, la exogeneidad también es un requisito para que un instrumento sea
véalido. En caso de que el instrumento no sea exdgeno (sea endégeno), entonces el
estimador MC2E convergia necesariamente hacia algo diferente del coeficiente de
regresion del modelo poblacional, que es el que nos interesa. Para establecer si un
instrumento es exdégeno, un primer paso es pensar en los argumentos acerca de por
qué puede o no serlo. Para ello es conveniente preguntarse cudles son los factores que
forman parte del término error en la especificacién que hayamos hecho del modelo, y
entonces pensar si esa lista de factores puede estar (y en qué grado de verosimilitud)
relacionada con los instrumentos. Cuando el modelo esta sobreidentificado podriamos
realizar un contraste sobre la validez de alguno(s) de los instrumentos.

Supongamos que disponemos de un solo regresor endégeno y de dos instrumentos
(modelo sobreidentificado). Bajo estas condiciones podriamos estimar el modelo utili-
zando solo un instrumento, en cuyo caso tendriamos dos estimaciones, una que utiliza
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el primer instrumento y otra con el segundo. Si ambos instrumentos son exégenos a la
ecuacion estructural y estdn correlacionados con la variable explicativa endégena, es
decir si se cumple (8.15) y (8.16), entonces ambas estimaciones deberian ser cercanas
(no iguales debido a la variacién muestral), y si no es asi, entonces parece razonable
concluir que uno de los instrumentos, o bien los dos no son exégenos a la ecuaciéon
estructural, en el sentido de que no se verifica la expresion (8.15).

Esto es lo que hacemos de forma implicita cuando estimamos por MCO la siguiente
expresion:

EMO2E — 50+ 61-Z1i + 89 Zai + Sa1-X1i + oo+ Goir Xoi + 15, (8.35)

donde «¢M2F5 son los residuos estimados por MC2E usando todos los instrumentos, y

son por tanto las versiones muestrales de ¢;. Contrastamos mediante la F la hipé6tesis
nula de que los instrumentos no son significativos «Hj : §; = J, = 0». El estadistico para
el contraste de sobreidentificacién, también denominado estadistico «.J», se construye
de la siguiente forma: «J = mF», donde «m» es el nimero de instrumentos, y cuya
distribucion para muestras grandes sigue una «x’» donde «g» o grado de sobreidenti-
ficacion es el numero de instrumentos, en nuestro caso «m = 2», menos el nimero de
variables explicativas enddgenas, en este caso con valor unitario «¢ = 2 — 1 = 1». Nada
impide aplicar este contraste de forma general a modelos con mas variables explicativas
enddgenas siempre que el nimero de instrumentos sea mayor que el ntimero de regre-
sores endogenos. De manera que el contraste «.J» nos permite contrastar la exogeneidad
de los instrumentos siempre que el modelo esté sobreidentificado.

8.6 Modelos de ecuaciones simultaneas

La simultaneidad en las relaciones tedricas entre las variables econémicas es algo extra-
ordinariamente frecuente en economia. El propio concepto o mecanismo de equilibrio
induce de forma natural a un determinacién conjunta entre variables. En términos
generales, la simultaneidad aparece cuando una o mds de las variables explicativas se
determinan conjuntamente con la variable dependiente.

Como vimos en el primer epigrafe de este tema, la simultaneidad conduce a un sesgo
de endogeneidad derivado de la bidireccionalidad causal. La solucién a este tipo de
sesgos también se produce mediante el uso de VL.

El ejemplo econémico ilustrativo que vamos a exponer se circunscribe al marco del equi-
librio. Consideramos dos ecuaciones, una de oferta y otra de demanda. Precisamente
la técnica de regresion (y estimacion) por VI tiene su origen en los trabajos de Phillip
y Sewall Wright que pretendian estimar las curvas de oferta y demanda de bienes de
naturaleza agricola.

Supongamos que estamos interesados en estimar la elasticidad precio de la demanda de un
bien agricola concreto. Para ello especificamos la siguiente ecuacion:

Q" = By — Bip + Poryd + ¢, (8.36)
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donde suponemos que las variables estdn en logaritmos, la variable «Q%» es la cantidad
demandada, «p» el precio, «yd» la renta disponible y «s;1» los errores en los que se
incluyen el resto de variables independientes no incluidas especificamente. Considera-
mos ademads que el bien es normal, en el sentido de que la elasticidad precio «3;» es
negativa y la elasticidad renta «3,» positiva. En estas condiciones la demanda usual
tiene pendiente negativa, los incrementos de los precios reducen las cantidades a lo
largo de la curva; y los incrementos de la renta desplazan la curva de demanda.

Sabemos que la determinacién del precio y de la cantidad finalmente consumida depen-
de también de la oferta del bien, podemos estimar la siguiente ecuacion de oferta:

Q° = v+ 71p + Yorlluvia + eo, (8.37)

donde suponemos que las variables estdn también en logaritmos, la variable «Q°» es
la cantidad ofrecida, «p» el precio, «lluvia» es la lluvia caida y «e9» los errores en
los que se incluyen el resto de variables independientes no incluidas especificamente.
Consideramos ademds que la elasticidad precio de la oferta «y;» es positiva tal y como
indica la teorfa y que el pardmetro «y,» de la lluvia caida es positiva, en el sentido de que
el aumento de la lluvia en los terrenos donde se cultiva el producto agricola analizado
provoca mayores cosechas y en consecuencia aumentos de oferta. Asi pues la oferta tiene
pendiente positiva, los incrementos de los precios incrementan la cantidades ofrecidas a
lo largo de la curva y los incrementos de lluvia desplazan la curva de oferta.

Hasta ahora hemos establecido una ecuacién de oferta (8.37) y otra de demanda (8.36).
Cada una de estas dos ecuaciones refleja o resuelve un problema de comportamiento,
ya sea del consumidor (en el caso de la demanda), ya sea de la empresa (en el caso de la
oferta). Son por tanto dos ecuaciones estructurales, que en este caso estan relacionadas
internamente.

En efecto, sabemos por la teorfa econdémica que el mercado esta en equilibrio (es decir,
las transacciones se efecttian) cuando la cantidad ofrecida y demandada coinciden, es
decir cuando

Q° = Q. (8.38)

Cuando el/la econométra tiene datos de precios y cantidades efectivamente observados
(intercambiados), esta registrando pares de cantidad y precio en periodos diferentes,
donde en cada periodo las curvas de oferta y demanda estdn sujetas a los cambios
asociados (desplazamientos) a factores distintos del precio, pero que afectan a la oferta y
a la demanda de este mercado. En el modelo expuesto estos factores distintos de precio
son la renta y la lluvia. Estimar por MCO una recta de ajuste no permitiria saber si se
trata de una curva de demanda, o de una de oferta, ya que dichos puntos han sido
determinados tanto por cambios de oferta, como por cambios de demanda. Es decir, no
podemos estimar la ecuaciéon de demanda sin tener en cuenta la influencia de la oferta y
viceversa, porque ambas se establecen simultdneamente (conjuntamente).

La tinica forma de estimar (o identificar) la ecuacién de demanda es considerar las
ecuaciones de oferta y demanda conjuntamente y permitir que la ecuaciéon de oferta
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se desplace (modificando los valores de la lluvia caida) de manera que los sucesivos
valores de equilibrio se correspondan con la ecuacién de demanda.

Podemos expresar ambas ecuaciones de la siguiente forma:

Q = Bio + o1p + Briryd + €

D = Bao + Qa2-Q + Boo-lluvia + u, (8.39)

ambas ecuaciones se denominan modelo de ecuaciones simultineas.

La segunda ecuacidn, la de oferta, la expresamos en su forma inversa [p = f(Q)].
Al hacerlo asi vemos con mayor claridad que la relacién de causalidad entre precios
y cantidades no es unidireccional (sino bidireccional), en este caso las cantidades se
explican por los precios pero también los precios se explican por las cantidades. Es decir,
precios y cantidades son conjuntamente dependientes entre si, hay una relacién de
causalidad en ambos sentidos o simultdnea o, dicho de otra forma, precios y cantidades
son ambas variables endégenas.

Si como hemos indicado nuestro interés consiste en estimar la elasticidad de demanda,
utilizando la terminologia de VI, diremos que la variable p es una variable explicativa
enddgena, E (¢y; |p;) # 0, la variable exdgena incluida es «yd», E (¢y; |yd; ) = 0. Nos falta
por tanto ver qué rol desempenia la variable «/luvia» cuando estimamos la funcién de
demanda.

La variable «l/luvia» nos permite identificar la demanda es que (i) la «lluvia» estad
correlacionada con la variable «precio» (porque desplaza la curva y por tanto varia
el precio, tal y como indica la ecuacién inversa de demanda (8.39)), y (i) porque la
«lluvia» no esta correlacionada con otros factores distintos del precio que determinan la
demanda, factores que estdn recogidos en el término ¢, es decir, las lluvias no deben
tener un efecto directo sobre la demanda del bien agricola. Podemos decir entonces
que la variable «/luvia» es justamente el instrumento (la variable instrumental) porque
satisface por (i) la condicion de relevancia, y por (ii) la condicién de exogeneidad.

Es ilustrativo tratar esta cuestiéon también analiticamente. Sustituyendo las cantidades
de la primera ecuacién (demanda) en la segunda (oferta) tenemos

(1 — ago011) p = (Bao + va2B10) + e 811-yd + Pog-lluvia + (aga-e1 + u) (8.40)

y si «agea; # 1» [lo que es muy probable puesto que hemos supuesto que «a;1» es
negativo (demanda) y «agg» positivo (oferta)] podemos dividir ambas partes de la
expresion (8.40) por «1 — agay1» lo que nos lleva a

__ B2ota22Bi0 2211 B22 ; Q22€1+U
p 1—azan 1—azz011 yd + 1—a2z011 Huvia + l-azz011 (84:1)

= Ty + 7T21'yd -+ WQZ'ZZU'U?;G/ + &,
que es lo que hemos denominado ecuacién en la forma reducida para los precios. Ademads
como los errores de la forma reducida «» son una combinacién lineal de los errores

de las ecuaciones estructurales de demanda «e;» y oferta «u», los precios «p» y los
errores «ec1» estan correlacionados «cov (p,e1) # 0», que es precisamente el motivo
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por el que la variable precios «p» es una variable explicativa endégena en la ecuacién
estructural de demanda, y por tanto es lo que genera el sesgo en la estimacién MCO del
coeficiente de p en la ecuacién estructural de demanda. Este sesgo ademds no puede
desaparecer al aumentar el niimero de observaciones, por lo que el estimador ademas
es inconsistente.

La solucion que plantea VI es precisamente usar la variable «/luvia» como instrumento,
justamente lo que hacemos en la forma reducida (8.41) y que constituye la base de
estimacion de primera etapa en MC2E. Asi luego, una vez aislado en p la parte incorrela-
cionada con el error estructural de demanda, podamos en la segunda etapa estimar sin
sesgo el coeficiente de la variable explicativa endégena.

Los modelos de ecuaciones simultdneas con datos de naturaleza econémica y de seccién
cruzada (como es el caso) pueden incorporar, l6gicamente, mas de dos ecuaciones. La
identificabilidad de cada ecuacién dependera de las condiociones de orden y rango
anterioremente expuestas. Lo central en los verdaderos modelos de ecuaciones simul-
tdneas es que cada ecuacion en el sistema debe tener una interpretacion causal en
términos ceteris paribus, tal y como sucede en el caso de la demanda y oferta, donde
cada ecuacion por separado responde, en este caso, a un comportamiento diferenciado
por parte o bien de los demandantes o bien de los oferentes.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Predicciéon. McGraw Hill

Stock J. and Watson J. Introduccion a la econometria. Pearson.
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Modelos de panel lineales
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Asi como de la bibliografia complementaria

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

* Modelo de datos apilados.
* Modelo de efectos fijos y su estimacion.
* Modelo de efectos aleatorios y su estimacion.

* Modelos de efectos fijos vs. modelos de efectos aleatorios

Los economistas utilizan tradicionalmente el término datos de panel para referirse a
estructuras de datos que consisten en observaciones sobre individuos durante multiples
periodos de tiempo. Otros campos, como por ejemplo el de la estadistica, suelen referirse
a esta estructura como datos longitudinales. Los “individuos” observados pueden ser,
por ejemplo, personas, hogares , trabajadores, empresas, escuelas, plantas de produc-
cién, industrias, regiones, estados o paises. La caracteristica distintiva respecto de los
conjuntos de datos de seccién cruzada, que es los que hasta el momento hemos conside-
rado, es la presencia de multiples observaciones para cada individuo. Los métodos de
datos de panel se pueden aplicar a cualquier contexto que tenga dependencia del tipo
de conglomerado.

Hay varias ventajas de los datos de panel en relacién con los datos de seccién cruzada.
Una es la posibilidad de controlar la endogeneidad invariante en el tiempo no observada
sin el uso de variables instrumentales. Otra ventaja es que permite el tratamiento de
formas mas amplias de heterogeneidad.

La forma general del panel para una de las variables seria:
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Este panel define una variable y;; en dos dimensiones, la individual de la seccién cruza-
da, ¢, y la dimensién temporal, ¢. Ambas configuran el ancho y el largo del panel, y por
tanto no son dimensiones intercambiables. El indice temporal marca una ordenacién (en
el tiempo cronolégico: dias, semanas, meses, trimestres, afios,...) y dota de una interpre-
tacién comdn a muchos paneles. Sin embargo, el indice individual, 7, no tiene ningtn
orden, y ademds su interpretacién o contenido varia segin la aplicacion en cuestién. Se
puede referir a personas, empresas, municipios, paises, drboles, etcétera.

En funcién de la forma del panel podriamos distinguir entre paneles de series tempo-
rales (T' > N) que son comunes en macroeconomia, y paneles de secciones cruzadas
(N > T') que dominan en microeconomia (especialmente en economia laboral). También
se hace referencia a paneles largos cuando el niimero de periodos es mayor que el
nimero de observaciones transversales (7' > N) o cortos cuando ocurre lo contrario
(T'<N).

Hay dos categorias amplias de conjuntos de datos de panel en aplicaciones econémicas:
micro paneles y macro paneles. Los micro paneles son tipicamente encuestas o registros
administrativos de individuos y se caracterizan por un gran ntimero de personas
(a menudo 1000 o0 mds) y un nimero de tiempo relativamente pequefio periodos (a
menudo de 2 a 20 afios). Los paneles macro son tipicamente variables macroeconémicas
nacionales o regionales, y se caracterizan por un nimero moderado de individuos (por
ejemplo, 7-20) y un nimero moderado de tiempo periodos (20-60 afios).

9.1 Modelos de datos apilados

Nos referimos a datos fusionados o datos apilados cuando utilizamos datos obteni-
dos mediante muestreo aleatorio en diferentes momentos de tiempo. La caracteristica
fundamental de este conjunto de datos es que provienen de observaciones muestrales
independientes aunque probablemente las observaciones referidas a distintos momen-
tos de tiempo puedan no estar idénticamente distribuidas. Veremos que esta cuestion
se puede incorporar al andlisis de regresiéon permitiendo que el término constante (y a
veces también la pendiente) varien con el tiempo.

Una de las razones para utilizar estos datos es que al fusionar las secciones de distin-
tas encuestas incrementamos el tamafo de la muestra. Siempre que la relacion entre
la variable dependiente y al menos alguna de las variables explicativas permanezca
constante a lo largo del tiempo resultarad beneficioso fusionar los datos de las secciones
independientes, puesto que se consiguen estimadores mds precisos. Estadisticamente el
tratamiento es similar al que hacemos en una seccién. Ahora el nimero de elementos
muestrales es NT', por lo que tomamos muestras de tamafio N en diferentes T momentos

Tema 9. Modelos de panel lineales
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del tiempo, lo que invita a considerar que las observaciones no necesariamente han
de estar idénticamente distribuidas. Por ejemplo, la distribucién de la renta o de los
salarios ha cambiado a lo largo del tiempo.

Estas caracteristicas hacen que este tipo de anélisis de datos fusionados resulte util para
evaluar los efectos de politica econémica o los cambios provocados como consecuencia
de distintos escenarios. De hecho se pueden relacionar facilmente estas técnicas con la
literatura sobre experimentos naturales donde hay grupos de control y de experimenta-
cion.
Matricialmente el modelo de datos fusionados es el siguiente
/
Yie=a+x,8+ ¢ 9.1)

donde x;; es un vector £ x 1 de variables independientes, y el resto son escalares con los
significados habituales en el modelo de regresién, pero con los subindices de tiempo
y de individuos que anteriormente indicamos. Apreciamos que todos los coeficientes
son constantes a lo largo del tiempo, lo que introduce a priori una fuerte restriccion, y
que parcialmente podemos relajar introduciendo en el vector x;; alguna variable que
no cambie en el tiempo, para lo que usariamos variables binarias de género, industria,
estado o regién en funcién del tipo de entidad considerada en i.

Podemos dar una expresién matricial ain méds compacta para la ecuacién (9.1) de modo
que para cada entidad (individuo, empresa, region,...) definimos

yi= W0 +e¢

donded = a B }/ de dimensiones (k + 1) x 1 es el vector de parametros, los vectores
y: y €ison T x 1 formados por la respectiva entrada t-ésima de y;; y €;1, y la matriz W,
es de dimensiones 7" x (k + 1) donde la fila t-ésima es w}, = [1 x;]’.

Dado que tenemos N entidades, si las apilamos o fusionamos una a continuacién de
otra tendremos
y=WJd+e¢

donde ahora y y € son vectores N7 x 1, y W es una matriz de regresores de dimensiones
NT x (k+ 1) con la primera columna de unos.

Para conseguir estimadores MCO de los pardmetros
SrUSIONADOS = (VV/VVY1 W'y

es preciso requerir que la matriz de regresores no sea perfectamente multicolineal; para
que sean consistentes y asintdticamente normales se requiere que los regresores no estén
correlacionados con los errores del modelo, E (¢ |W) = 0; y para realizar inferencia, lo
hacemos con errores estdndar robustos a la autocorrelacion y a la heterocedasticidad
estimados a partir de

-1 -1
— N

N N
Var(dpusionapos) = | Y WIW; | Y Wige/ W, |> WiW;
=1

i=1 i=1
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donde &; = y; — W,4. De forma mas compacta y equivalente lo podemos expresar
asi:

Var(8rusionapos) = [W'W] ™ Wée'W [WW] .

Este tipo de modelos con datos apilados también podria utilizar la técnica de estimacién
por variables instrumentales (VI) y los contrastes o test de especificacién desarrollados
en temas precedentes.

9.2 Modelo de efectos fijos y su estimacién

Estos modelos se aplican propiamente a los datos de panel (también denominados datos
longitudinales). Recordemos que son datos que también tienen conjuntamente dimensién
transversal y temporal, pero que se diferencian de los datos fusionados en que las
entidades individuales observadas (familias, empresas, ciudades, estados, etc.) son las
mismas a lo largo del tiempo. Légicamente, no podemos suponer que las observaciones
estén distribuidas de forma independiente en el tiempo, pues se trata de las mismas
unidades y por lo tanto es factible que los factores no observados afecten a lo largo del
tiempo considerado en la estructura del panel.

Una suposicién mantenida tipica para los micropaneles (que seguimos en este capitulo)
es que los individuos son mutuamente independientes, mientras que las observaciones
de un individuo dado estdn correlacionadas a través de los periodos de tiempo. Esto
significa que las observaciones siguen una estructura de dependencia agrupada. Debido
a esto, la practica econométrica actual es utilizar estimadores de la matriz de covarianza
robustos por conglomerados cuando sea posible. Con frecuencia se utilizan supuestos
similares para los paneles macro, aunque el supuesto de independencia entre individuos
(por ejemplo, paises) es mucho menos convincente.

El caso mds sencillo es aquel panel formado por dos periodos y una variable observable
explicativa. Supongamos que tenemos datos para dos periodos temporales (¢t = 1, 2)
y N valores de corte transversal para entidades individuales (i = 1,2, ..., N) relativos
a dos variables, «Y;;» y «X;;», donde el subindice «i» indica la entidad individual y el
subindice «t» el periodo de tiempo. Ademads, consideremos que el modelo que relaciona
ambas variables es

Yie = Bo + 1. Xt + BoZi + €4, (9.2)

donde la variable «Z;» es una variable que influye en «Y;;» pero que no varia con el
tiempo, es decir tiene caracter idiosincrdsico para las entidades individuales, como
los héabitos culturales, personales, rasgos o atributos caracteristicos, etc. Si se tratara
de una ecuacion salarial, dicha variable podria referirse a la habilidad natural de
cada trabajador; si se tratara de una ecuacién de produccién, podria referirse a los
conocimientos organizativos de la entidad i considerada. De este modo parte de la
heterogeneidad o singularidad de cada entidad seria contemplada. Debido a que esta
variable no varia con el tiempo (temporalmente invariantes), la influencia serd igual en
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ambos periodos y por ello solo incluimos el subindice «i» en la expresiéon. Consideramos
ademads que la variable «Z;» es inobservable.

En estas condiciones, si realizamos la regresién de corte transversal entre «Y;» y «X;» y
dejamos fuera de la misma a la variable Z;, puesto que no es observable, corremos el
riesgo de que el estimador del efecto parcial sea sesgado, y lo serd sin duda si X; y Z;
estan correlacionados.

Alternativamente, y debido a que Z; no cambia con el tiempo, puede eliminarse (sin
correr el riesgo de obtener estimadores inconsistentes) mediante el andlisis de las
diferencias temporales entre ambos periodos. Formalmente tenemos que la estimacién
del primer periodo es

Yi = fo+ 51Xa + oZi + €an, (9.3)
y la del segundo periodo

Yio = Bo + B1Xi2 + BoZ; + €40, (9.4)

de manera que la diferencia entre ambas es

(Yie = Yi1) = 51 (Xio — X)) + (€s2 — €1)

AY: = BLAX; + De, ©:5)

y por tanto el estimador de la diferencia es una forma de calcular «3;» sin incurrir en el
problema de variables omitidas del modelo (9.2). La intuicion es clara: El estimador de la
diferencia da cuenta del cambio de la variable Y;; producido para una unidad individual
i entre un periodo (antes) y el siguiente considerado (después). Si la variable Z;, pese
tener un efecto diferente sobre las distintas unidades individuales, no experimenté
ningtin cambio de un periodo a otro, entonces no pudo ejercer ningtn efecto sobre el
cambio de Y}, (es decir, sobre AY;). Los cambios de Y;; provienen de los cambios en la
variable explicativa X;; al pasar de t = antes a t = después, y de los cambios en otros
factores que determinan la variable Y};, pero que no hemos hecho explicitos y por tanto
estan en la variaciéon (cambio) de los errores, Ag;.

Asi pues, el estimador de la diferencia es el estimador MCO en la Ecuacién (9.5), que
como hemos comprobado explota la singularidad de los datos de panel: medir la
asociacion entre regresores especificos de cada entidad que cambian de un periodo a
otro y los cambios de un periodo a otro en la variable dependiente también especificos
de la entidad correspondiente. Se observa facilmente que este método de estimacién
no permite identificar a los coeficientes de los regresores invariantes en el tiempo. Sin
embargo, este estimador de la diferencia estd limitado a dos periodos.

El método de efectos fijos que explicamos seguidamente facilita estimar directamente
el modelo (9.2) con dos 0 mds periodos.

Debido a que la variable inobservable «Z;» de (9.2) no varia entre periodos para cada
entidad individual, también podemos escribir la Ecuacién (9.2) con «n» términos cons-
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tantes! (tantos como entidades individuales), y por ello la expresion mas habitual de
(9.2) es

Yie = 51Xt + i + €4z (9.6)

En este modelo los «;, 0 efectos fijos individuales, se tratan como términos indepen-
dientes a estimar en la ecuacion (para cada entidad individual). Hay por tanto n efectos
tijos individuales, efectos que son distintos como resultado de las variables omitidas
invariantes en el tiempo. Se observa que el coeficiente poblacional de la pendiente, /3,
es el mismo para todas las entidades, siendo el intercepto o término constante lo que
varia entre las mismas. Se comprueba también que, al igual que sucede con el estimador
de la diferencia, este modelo es menos restrictivo que el modelo de datos fusionados toda
vez que permite que el intercepto o constante varie a lo largo de los individuos, y asi se
captura cierto grado de heterogeneidad individual no observada.

La estimacién por MCO no es adecuada si se aplica directamente sobre la ecuacién (9.6)
porque produce estimadores sesgados e inconsistentes toda vez que E (¢;;) = ;. Una
alternativa es considerar a «; como un coeficiente de una variable dummy (binaria), de
esta manera podemos caracterizar el modelo de efectos fijos utilizando variables binarias
para cada entidad individual, es decir, podemos considerar el modelo de regresion
siguiente:

Yie = Bo + B1Xit + 72 D2; + v3D3; + ... + v, Dn; + €. (9.7)

Las variables dicotémicas del modelo (9.7) tienen valor unitario para la entidad in-
dividual a la que hacen referencia y valor nulo para el resto. Asi «D2;» tiene valor
unitario para la segunda entidad individual (segunda observacion de corte transversal)
y valor nulo para el resto. La interpretacion es clara: «5,» es el efecto fijo individual
de la primera entidad de corte transversal «ay»; el segundo, 3y + 72 = a», y en general

Bo + i = .

Asi pues el estimador de efectos fijos, a diferencia del estimador por MCO fusionado,
explota la singularidad propia de los datos de panel. Mide la asociacién entre las desvia-
ciones especificamente individuales de los regresores respecto de sus correspondientes
promedios temporales y las desviaciones especificas individuales de la variable depen-
diente respecto de su promedio temporal. Un inconveniente del estimador de efectos
tijos, compartido también con el estimador de las diferencias, es que la estimacién
de pardmetros asociados a variables que no cambian en el tiempo no es factible?. Lo
cual légicamente impide que podamos estimar el efecto parcial de una de este tipo de
variables (pensemos por ejemplo en la condicién de genéro en una ecuacién de salarios)
sobre la variable dependiente.

!Para facilitar la notacién de algunas partes utilizaremos en ocasiones n para referirnos al tamafo
muestral de la seccién cruzada.

2En general, este tipo de modelos no permiten identificar coeficientes de regresores invariantes en el
tiempo.
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Tanto el estimador de efectos fijos como el estimador de la diferencia producen estimacio-
nes consistentes de los k£ pardmetros o coeficientes de los regresores X, ;,7 = 1,2, ..., k,
esto es de los efectos parciales sobre la variable dependiente de los cambios en los mis-
mos. Mientras que los N pardmetros «;,7 = 1, ..., N tienen un interés escaso o incidental,
si bien su presencia es necesaria para la calidad de la estimacién de los k. Sobre estos
aspectos volveremos mas adelante en la exposicion.

Normalmente los programas especializados calculan el estimador de efectos fijos sin
utilizar variables binarias. Lo hacen en dos fases: En la primera se le resta a cada variable
observable la media especifica de cada entidad individual y en la segunda se estima la
regresion en desviaciones a las medias por MCO. Veamos cémo se calcula para el caso
de una sola variable explicativa observable. Por un lado tenemos la ecuacién de efectos
tijos,

Yie = 51 Xt + oy + €in, (9.8)

calculamos las medias de cada entidad individual de la forma usual: Y; = 7! ZtT:l Y,
X, =T'], Xu,y& =T '3], i, de manera que la ecuacién de efectos fijos para
los valores medios es

Y, = 81X + i + &, (9.9)

y debido a que el efecto fijo a; es constante también aparece en la ecuacién de valores
medios. Se puede considerar que esta ecuacion es una ecuacion de seccién cruzada.

Restando ambas ecuaciones para cada ¢, obtenemos la ecuacion de efectos fijos en
diferencias a las medias temporales, en la que los efectos individuales especificos han
desaparecido:

Vi—Yi=5 Xu—Xi)+(Ex—6),t=12.T. (9.10)

Estimar por MCO esta Gltima ecuacién parat = 1,2,.., 77 = 1,2, ..., N conduce exécta-
mente al mismo estimador de efectos fijos obtenido anteriormente.

Su extensién a k variables explicativas observables es

Yi—Yi =05 (Xitl - Xi.,l) + B2 (Xm - Xi.,Q) + ..+ B (Xitk - sz) + (e — &) . (9.11)
A partir de esta estimacion se calculan los efectos fijos «;, de la siguiente forma:

a;=Y; — Ble - 5)2)?1'.,2 — Bk)_(zk (9.12)

Se observa que en este estimador la medias aritméticas son calculadas a partir de la
variacién temporal observada dentro de cada observacion, i, de seccién cruzada (tanto
para la variable dependiente, como para las independientes o explicativas), y por ello se
denomina estimador intragrupos o estimador «within», siendo un estimador que por
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disefio tiene en cuenta informacién importante sobre cémo las variables consideradas
(explicativas y explicada) varian en el tiempo.

Esto contrasta con otro estimador, que no vamos a estudiar porque hay otros claramente
mejores, pero que al menos vamos a enunciar. Nos referimos a un estimador que solo
usa la variacién entre secciones cruzadas (estimador «between») y consiste en estimar
los coeficientes por MCO desde la ecuacion

Vi =a+ ﬁlXi.,l + ...+ Bk)?zk + (i —a+é;). (9.13)

A modo de completar esta seccién, merece la pena hacer notar que cuando tenemos
paneles con dos periodos temporales llegamos a los mismos estimadores utilizando
cualquiera de los tres procedimientos: el que estima el modelo de las diferencias, el
que estima el modelo con variables binarias y el que estima el modelo en diferencias a
las medias (intragrupos). Cuando el panel tiene méas de dos periodos entonces pode-
mos estimar el modelo de efectos fijos mediante la utilizacién de variables binarias o
mediante el estimador en diferencias a las medias, y también podemos hacerlo con el
estimador de la diferencia, si bien este caso es claramente menos eficiente. Como el uso
de programas especializados estd generalizado y su estimacién por el procedimiento
de diferencias a las medias es menos tediosa (y obtenemos los mismos estimadores
de «f3;»), cuando nos referimos a estimaciones de efectos fijos, en general nos estamos
refiriendo a la estimacion por el procedimiento de diferencias a las medias.

El siguiente recuadro recoge las caracteristicas definitorias del modelos de efectos
tijos.

Modelo de regresién de efectos fijos
Para cada ¢ el modelo es

Yie = 51X + i + ein,

1. E (e | Xi1, Xio, ooy Xiry ;) =0, parat = 1,2, ..., T

2. (X, Xigy oo, Xiry €01, -y €47) , 1 = 1,2, ..., N son extracciones iid de su distribu-
cion conjunta

3. (X, ¢ei) tienen momentos de orden cuatro finitos

4. No hay multicolinealidad perfecta

Bajo estos supuestos, los estimadores de efectos fijos son insesgados y consistentes,
la estimacion adecuada es MCO utilizando errores robustos a la autocorrelaciéon y a
heterocedasticidad (HAC).

Este modelo también puede incorporar efectos fijos, no solo transversales, sino también
temporales. Esto facilita descomponer ain mds la heterogeneidad. Esta descomposiciéon
de la heterogeneidad no observada u omitida contemplando variables que son iguales
para los individuos de la seccién en un periodo, pero varian a lo largo de tiempo (en
los distintos periodos) tales como tipos de interés, precios, nivel de confianza en la
economia, etcétera; nos referiremos a este tipo de variables por /.

Esto nos permite entender la heterogeneidad no observada y omitida que reside en
un término error ¢;; de un modelo, como si la hubiéramos descompuesto en variables
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omitidas con efectos individuales, variables con efectos temporales y el resto de variables
con efectos, es decir, variables no observadas con efectos temporales e individuales. De
nuevo el reto consiste en controlar el efecto de las variables omitidas para estimar y
realizar una correcta inferencia sobre los pardmetros estructurales ;.

Ahora introducimos una variable inobservable que varia con el tiempo pero que es
constante para todas las entidades individuales. Es decir, consideramos ahora que el
modelo tiene la forma siguiente

Yie = Bo + 51 Xu + BoZi + B3S; + €ir, (9.14)

donde S; no es observable y el subindice ¢ indica que todas las entidades individuales
se ven afectadas por igual en cada periodo, y donde solo hay una variable explicativa,
X. Si la variable S; estd correlacionada con X;; y no la introducimos en la ecuacién
obtenemos estimadores sesgados.

Podemos escribir esta ecuacién en términos de efectos fijos de forma semejante a como
hicimos en la expresion (9.6) afiadiendo efectos fijos temporales,

Yie = 51X + i + pe + €ars (9.15)

donde afiadimos la variable y; que se mantiene constante para todas las entidades
individuales y solo cambia con el tiempo, es decir, se afiade un término independiente
para cada periodo temporal.

También puede expresarse de una forma mas compacta usando sumatorios

n T
Yi = Z a;Dja + Z 0sBs it + B1Xin + BoXio + .. + BeXik + it

j=1 s=2

donde hay n variables binarias para los efectos fijos individuales iguales a la unidad si
i = j, (T'— 1) binarias para los efectos fijos temporales iguales a la unidad si s = ¢, y en
este caso no podriamos incluir la constante pues hemos considerado directamente los
n efectos fijos individuales. Recuérdese que los estimadores son consistentes para los
pardmetros que varian en el tiempo, y por tanto podremos estimar consistentemente los
B; y los é,. Por este motivo en las expresiones matriciales que incluimos en el apéndice
técnico de este tema el vector x;; incorpora las (7' — 1) variables binarias relativas a los
coeficientes §;,.

La estimacion se realiza por el procedimiento en diferencias a las medias de un panel
equilibrado. En primer lugar se calcula la Y}, y las X;;, en desviaciones a las medias
individuales y temporales, y posteriormente estimamos la ecuacién en desviaciones a
las medias por MCO. El estimador en diferencias a las medias es

(Y;Lt -Y, -Y,+ 7..) =5 (Xitl — X1 __7.t1 +_7..,1) ‘i‘_ﬁz (XitQ —Xip—Xp+ 72)
+ ...+ B (Xitk —Xip— X+ Xk) + (et — € —E++E)
(9.16)
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= _ T _ = . . .
dondeY = (nT)~'> " > _,viyE.,X.;sedefinen de forma equivalente. El motivo
por el que es necesario hacer estas transformaciones es para asegurar que desaparecen
los términos de los efectos temporales e individuales

En términos generales, con independecia del dipo de efectos fijos considerados, la
expresion matricial del modelo (9.11), en términos semejantes a los que utilizamos en
datos fusionados es la siguiente

. _, B
Yie = w;, B + it

Podemos a partir de esta expresion colocar las observaciones temporales de cada agente
(como hicimos en el modelo apilado)

donde §; es un vector T x 1, al igual que &;, y W; sera la matriz con 7 filas y el nimero
de columnas indicativo de los regresores que varian en el tiempo, digamos k. Es posible
compactar mds aun la expresiéon matricial simplemente apilando los NV individuos o
agentes B
y =WgB+é

con sus respectivas dimensiones N7 x 1,NT x k,k x 1,NT x 1.
El estimador del modelo de efectos fijos (EF), tal y como explicamos en el texto principal,
es el estimador MCO de este tiltimo modelo

R N

Ber = (W’W) W'y

Desde esta expresion podemos comprobar las condiciones para la consistencia simple-
mente mediante el dlgebra habitual

Ber = ﬁ+<W’W>_1W'§

Dada la independencia a lo largo de los individuos 4, la condicién fundamental para que
la consistencia es que E <Wiéi> = (. Una condicién suficiente para ello es precisamente
E (git | Xi1, Xios oo, Xir, ) = 0.

La varianza asintética es entonces

-1 N -1

N
=1 =1

donde €; =y, — Wzﬂ Er, Por lo que es un estimador que solo requiere independencia
entre las entidades, pero acepta que tanto Var(e;;) como cov(eqy, €;5) varie con i, t, s.
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9.3 Modelo de efectos aleatorios y su estimacién

La gran ventaja de la estimacion por efectos fijos es que las variables no observables
individuales «; pueden estar correlacionadas con las variables explicativas X;;;, es decir,
el modelo de efectos fijos permite que la heterogeneidad individual no observada pueda
estar correlacionada con los regresores.

Pues bien, si estamos dispuestos a sostener (porque el tipo de anélisis o estudio que
estamos realizando lo permite) la restriccién de que estas variables, a;, no estan correla-
cionadas con el resto de variables explicativas X;;;, entonces los estimadores de efectos
tijos, que son (y seguirian siendo) consistentes, pueden mejorar en su eficiencia. Este
supuesto generalmente no es siempre posible. Por ejemplo, si un panel estd conformado
por observaciones individuales de trabajadores, una variable observable y de interés
habitual es el salario por hora del trabajador. Este salario puede estar correlacionado
tacilmente con una variable no observable como, por ejemplo, las habilidades del traba-
jador en cuestion, que implicitamente estd incorporada en el error especifico individual
«;, por lo que entonces el error podrd estar correlacionado con otras variables explicati-
vas con las que correlacione la habilidad, como puede ser el nivel educativo alcanzado,
entre otras.

En todo caso, si estamos en condiciones de asumir dicha restriccion, entonces la forma
de conseguir estimadores eficientes en estas condiciones es recurrir al modelo de efectos
aleatorios. Si bien, en caso de que realmente hubiera correlacién entre «; y X;;;, el
modelo de efectos aleatorios dejaria de producir estimadores consistentes. Asi pues, si
se cumple que

cov (Xyj, ;) =0,t=1,2...T, j=1,2,.k (9.17)

junto con los supuestos ya aludidos para el modelo de efectos fijos, podemos estimar
eficientemente los coeficientes J3;;; mediante el estimador de efectos aleatorios que
exponemos a continuacion.

El modelo de efectos aleatorios considera, ademas de la incorrelacién indicada en (9.17),
que el término error estd compuesto de la siguiente forma, v;; = «; + €;4, donde «; y €
son variables aleatorias iid con media y varianza definidas:

2 2
a; ~ o, 03], i ~ [0, 0Z].
De esta manera podemos escribir el modelo como

Yie = Bo + b1 Xin + BoXio + .. + BiXiwe + (o + €it)

9.18
= Bo + 51X + BaXia + ... + BeXuk + Vit ( )
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Modelo de regresion de efectos aleatorios
Yie = Bo + b1 Xinn + BaXiz + - + BiXitk + Vi,

E (git |Xi1, Xig, ceey XiT; Oéi) = 07t = ]., 2, ceey T

E (Oéi |Xi17 XZ'Q, ---,XiT> = E(Oéz) =0

3. (X1, Xig, ooy Xiry €01, oy €i7) , 0 = 1,2, ..., N son extracciones iid de la distribu-
cion conjunta

4. (Xy,¢e4) tienen momentos de orden cuatro finitos

5. No hay multicolinealidad perfecta

N =

El supuesto o caracteristica 2 del modelo de efectos aleatorios es nuevo respecto del de
efectos fijos. Este supuesto evita la existencia de correlacién entre el efecto no observado
invariante en el tiempo, «;, y las variables explicativas. Debido a que hemos incluido
los efectos individuales invariantes en el tiempo en el término de error v;;, este ahora
presenta autocorrelacion:

E(v;) = E (o + €z‘t)2 = Ea? + Ee, + 2E (cuey)
que por el supuesto 1 del cuadro de referencia se puede reducir a

E(vZ) = Eaf + Ee2, = 02 + o2

€

Por otra parte, la aplicacion de los suspuestos nos facilita el desarrollo de la covarianza

(t # s)
cov(Vit, Vis) = E(0ivis) — E(vit) E(vis) = E(vigvis)

que desarrollando conduce
cov(vig, Vis) = B(vyvis) = El(oy + i) (i + €55)] = 2.
Y por tanto la autocorrelacion es

0.2

Corr (v, v55) = —>—, t#s 9.19

( t ) 03 + 0_3 7& ( )

donde, como hemos dicho, 02 = Var («;) y 02 = Var (g;;). Se aprecia que esta correlacion
es el ratio de la varianza de «; sobre la del error compuesto v;;, por lo que mide la

importancia relativa de los efectos invariantes «;.

En este nuevo modelo la estimacién MCO claramente producird errores estdndar inco-
rrectos y para corregir la autocorrelacién debemos recurrir el estimador por el método
de minimos cuadrados generalizados (MCG). La transformacién utilizada parte de

0_2

A=1— —F— (9.20)
(02 + To3)"?
cuyo valor estd entre cero y uno. De tal manera que la ecuacién transformada (MCG)
para calcular los estimadores de efectos aleatorios es
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Vi =AY, =6y (1—X)+ /5_)1 (Xitl - )\Xi.,1) + B2 (Xit2 - /\Xi.,2) + ..
+ B (Xite — AX; ) + (vie — AT;.)

que es una estimacién en cuasidiferencias a las medias temporales.

(9.21)

Una de las ventajas del estimador de efectos aleatorios es que permite incluir variables
explicativas binarias (variables que no se pueden incluir en el estimador de efectos
fijos).

El pardmetro A no se conoce en la practica por lo que recurrimos al estimador minimos
cuadrados generalizados factibles. En general los programas especializados calculan
rutinariamente el estimador de efectos aleatorios.

Cuando en la expresion (9.21) A = 0 la estimacién de efectos aleatorios y MCO (sin
incluir efectos fijos) coinciden (es decir, el modelo de datos fusionados). En cambio
cuando A = 1 los estimadores de efectos aleatorios y de efectos fijos coinciden. Ademads
y puesto que los estimadores de efectos fijos son consistentes incluso bajo los supuestos
de efectos aleatorios a medida que el ntiimero de observaciones aumenta, A tiende
asintéticamentea 1 (NT — o).

El modelo de efectos aleatorios individuales y temporales es similar. Ahora el error
compuesto es v; = o; + 1 + €, donde hemos afiadido los efectos fijos temporales.
La estimacion de efectos aleatorios individuales y temporales requieren que tanto los
errores individuales como los temporales no estén correlacionados con las variables
explicativas y de igual forma tenemos que recurrir para su estimacién a MCGF, la estra-
tegia para calcularlo es similar a la de efectos fijos individuales pero més compleja®. Por
suerte los programas especializados calculan este estimador de forma rutinaria.

Es posible estimar efectos aleatorios individuales y efectos fijos temporales y viceversa.
Para ello seguimos los mismos pasos que en el caso del modelo de efectos fijos, lle-
gamos a expresiones matriciales similares a las obtenidas anteriormente, siempre que
realicemos las transformaciones adecuadas. En este caso tendremos un modelo

. _, §
Yie = W, 8 + €it

donde Yy = Vi, — \Y;, Wi = Wy — AWy, y donde ) se estimaré a partir de los estimadores
muestrales de las varianzas correspondientes, como indicaremos més adelante. Con el
modelo asi formulado, podemos colocar las observaciones temporales de cada agente
(como hicimos en el modelo apilado)

yi=WiB+¢&
donde ¥; es un vector T x 1, al igual que &;, y W, seré la matriz con 7 filas y el nimero

de columnas indicativo de todos los regresores, digamos g. Es posible compactar més
aun la expresion matricial simplemente apilando los /V individuos o agentes

y=Wg@+¢
*La transformacion es, para la variable explicada: Y;; = (Yit — 61Y;. — 62V, —63Y.), con 6, = 1 —
gy . —1_ Oy . —1_ oy : : : :
JTohrol 0, =1 VAR 0, =1 ToT i NoTToT Las transformaciones para las variables explicativas

y el error son similares.
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con sus respectivas dimensiones N7 x 1,NT x ¢,q x 1,NT x 1.
El estimador del modelo de efectos aleatorios (RE), tal y como explicamos en el texto
principal, es el estimador MCO de este tiltimo modelo

A ~ ~ _1 ~ -

Bre = (WW) W'y

N -IN
< s o
i=1 =1
Desde esta expresion podemos comprobar las condiciones para la consistencia simple-

mente mediante el dlgebra habitual

BRE B+ (W/W)_l W'e

N
=1 =1

Dada la independencia a lo largo de los individuos i, la condicién fundamental para
la consistencia es que E (Wﬁ]) = 0, que esté garantizada si el modelo es de efectos
aleatorios.

La varianza asint6tica es entonces

-1 N -1

N
Var ﬁRE [ZW’ ] ZW’EZEZ [ZW’W]
=1

donde &; =y, — W,Brg, por lo que es un estimador que solo requiere independencia
entre las entidades, pero acepta que tanto Var(s;:) como cov(ey, €;5) varie con i, ¢, s.

Cualquiera de estas estimaciones requiere que se estimen consistentemente las varianzas

= Var(o;) y 02 = Var(g;), y asi poder estimar \. Los programas informaticos
especializados en econometria y que ofrezcan la estimacién con datos en forma de panel
obtienen dichas estimaciones consistentes de

63 =(N(T-1) - k)_l Z Z [(Y;t - 3_/;) — (Xit — Xi)//éEF

Este estimador se utiliza para estimar la varianza o2. La podemos obtener a partir del

vector estimado B de la regresiéon del modelo que hemos denominado «between» en
la ecuacion (9.13), cuyo término error tiene una varianza de o2 + ¢2/T. Asi pues un
estimador consistente sera

5= (N = (b + 1) (Vi ap —xiBs) — (177

%

2
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9.4 Modelos de efectos fijos vs. modelos de efectos aleatorios

No hay una regla sencilla que nos ayude a decidir entre el estimador de efectos aleatorios
y efectos fijos y ante la duda lo més sencillo es utilizar el estimador de efectos fijos,
puesto que estos son también consistentes bajo los supuestos de efectos aleatorios, lo que
no ocurre a la inversa, es decir si los efectos fijos estdn correlacionados con las variables
explicativas entonces el estimador de efectos aleatorios es sesgado e inconsistente.

En los trabajos aplicados en muchas ocasiones se decide utilizar efectos fijos o aleatorios
en funcién de si los efectos fijos son considerados como pardmetros a estimar o como
resultados de una variable aleatoria. Cuando los datos no pueden considerarse como
una muestra aleatoria de una poblacién grande es usual decantarse también por el
estimador de efectos fijos.

El test tipo Hausman establece la siguiente estrategia para contrastar la hipétesis nula de
efectos aleatorios individuales [Hy : E (a; | X1, Xia, ..., Xir ) = E(a;) = 0] comparando
los estimadores de efectos fijos (FE) y efectos aleatorios (RE) a partir del siguiente
estadistico

Qrene = (Bre — Bre) (5, ~73,.) (Bre —Bus). 922)

BRrRE

que no es mas que el cociente del cuadrado de las diferencias de los estimadores y las
diferencias entre la matriz de varianzas y covarianzas. El test de Hausman converge a
una distribucién y3.

La idea con la que se construye el test consiste en aprovechar que tanto el estimador
de efectos aleatorios como el de efectos fijos son consistentes si no hay correlacion
entre las variables explicativas X;;; y «;. Si ambos son consistentes entonces debe-
rian converger a verdadero valor del parametro f3;. Es decir, para muestras grandes
las estimaciones deberian ser similares, por lo que la diferencia entre ambos valores
estimados debe ser pequefa (al menos asintéticamente). Por otra parte, en caso de
correlacién entre X, ; y o, el estimador de efectos aleatorios sabemos que es inconsis-
tente, mientras que el de efectos fijos sigue siendo consistente, por lo que este tltimo
estimador convergera a los verdaderos valores de los pardmetros, mientras que el de
efectos aleatorios no lo hard. En tal caso, esperamos apreciar diferencias estadisticas
significativas entre ambas estimaciones, constituyendo esta diferencia evidencia en
contra de la hipétesis nula anteriormente sefialada. Asi, al haber evidencia en contra del
supuesto E («a; | X1, Xio, ..., Xir ) = E(ow) = 0, seria preferible que el modelo se estimara
con el estimador de efectos fijos.

El test asi planteado contrasta una hipétesis nula conjunta al comparar todos los coefi-
cientes estimables. En ocasiones estamos interesados en un solo coeficiente del modelo,
en tal caso es posible plantear una version del test de Hausman a través de un ratio de la
t para dicho pardmetro o coeficiente. El estadistico tipo ¢ también compara la diferencia
entre las estimaciones de cada estimacion respectiva de un solo coeficiente, digamos el
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coeficiente k-ésimo

N A

B Br,(FE) — B,(rRE) B Brre) — Br(re)
oA . /2 . ., V2
[ ey ~ T )| |55, ~ 7,

cuya distribucién asintética es la normal estdndar.

El test de Hausman se aplica de forma similar también para efectos individuales y
temporales o solo de efectos temporales. Normalmente los programas especializados
realizan el test de Hausman de forma rutinaria.

El modelo de efectos fijos tiene el atractivo de que permite estudiar los efectos parcia-
les e incluso causales de las variables explicativas sobre la variable dependiente con
supuestos mds flexibles (menos restrictivos) que los que se necesitan para establecer
una relacién causal con datos de seccién cruzada o con modelos de paneles sin efectos
tijos, como es el caso del modelo de efectos aleatorios y, 16gicamente, también el de
datos fusionados. Salvo que el esquema de causas esté muy claro y los datos se hayan
obtenido de un experimento controlado (o las circunstancias del mismo estén cercanas
a ser un experimento controlado), es preferible utilizar el modelo de efectos fijos en la
medida en que estemos interesados en medir relaciones causales.

Logicamente la disyuntiva entre efectos fijos y aleatorios se presenta porque los efectos
tijos tienen algunas desventajas. La més relevante es que la estimacién de los coeficientes
de regresores que sean invariantes en el tiempo no es posible y quedard absorbida dentro
del coeficiente del efecto fijo individual. Esto provoca que tinicamente podamos hacer
previsiones (a partir del modelo) sobre la variacién la media condicionada a partir de
cambios en los regresores que varian a lo largo del tiempo. Por estos motivos, incluso al
coste de que el andlisis causal no quede garantizado, también utilizamos el modelo de
efectos aleatorios.
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Procesos estocasticos estacionarios

Este tema esta elaborado como una adaptacién del capitulo 1 (apartado 1) y capitulo
2 de:

Enders, W. Applied Econometric Time Series. 4 ed. Wiley, y del capitulo 2 de:

Box, Jenkins, Reinsel y Ljung Time Series, Analysis, Forecasting and Control. 5th. ed.
Wiley. Capitulo 2. Asi como de la bibliografia complementaria

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Series temporales.

* Procesos estocésticos estacionarios en sentido estricto y débil.
* Medias, varianzas y autocovarianzas, ergodicidad.

* Ruido blanco.

¢ El espectro y su estimacion.

® Procesos ARy MA.

* Procesos ARIMA y SARIMA

10.1 Series temporales

Los modelos que vamos a estudiar en este tema son modelos univariantes porque estu-
dian el comportamiento de una serie temporal basdndose tinicamente en el analisis de su
propia historia. Los pronoésticos se fundamentan en la hipétesis de que las condiciones
futuras serdn analogas a las pasadas por lo que en buena medida son especialmente ade-
cuados para la prediccién a corto o muy corto plazo, y mds cuestionables en escenarios
temporales de mayor plazo.

Los modelos ARIMA histéricamente se han establecido como una herramienta potente
para la prediccién de series temporales y también son un camino convergente con
los modelos dindmicos (de naturaleza econémica) que se ven en otras partes de este
temario.

El anélisis de series temporales que se va a presentar a continuacioén es el propio o el
caracteristico de la economia, en el sentido que esté orientado hacia el tipo de preguntas
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y datos temporales propios de las series econémicas. En efecto, el anélisis de series
temporales es fundamental para el estudio del comportamiento de la economia (en su
conjunto) tanto a nivel nacional como internacional. Asi por ejemplo si necesitamos
hacer una prediccion del crecimiento PIB o el de la inflacién, miramos el comportamiento
de algunos indicadores econémicos y consideramos su comportamiento en el pasado
reciente. De manera similar, podemos analizar la evolucién reciente de una industria
determinada para pronosticar el potencial de ventas de una empresa perteneciente a
dicha industria. Ni que decir tiene que muchas de las decisiones de inversion financiera
(ya sea corto, medio o largo plazo) se toman considerando la evolucién de la cotizacion
de uno o varios valores bursétiles, asi como de la evolucién de tipos de cambio, o
de la senda trazada por los tipos de interés, entre otros. En cada uno de estos casos,
necesitamos analizar series temporales.

Algunas caracteristicas de las series econdmicas es que suelen ser relativamente cortas
(en comparacion con las disponibles en otros dominios cientificos), por lo que las herra-
mientas de andlisis deben estar adecuados a esta realidad. Suelen presentar tendencias,
y el tratamiento de las mismas es fundamental tanto desde el punto de vista analitico,
como desde el punto de vista econémico. Igualmente pasa con la existencia de ciclos
estacionales, consustanciales a la realidad estudiada a través de la serie.

Un elemento singular de las series a analizar es que la teoria econdémica juega un
papel central, en el sentido de que es realmente interesante integrar las técnicas y
procedimientos de andlisis basados (solo) en su propia historia con los analisis basados
en una estructura tedrica, lo cual es razonable por varios motivos, entre ellos porque
el agente estudiado tiene acceso al andlisis de la propia serie lo cual le puede reportar
beneficio econémico.

La mayoria de las series temporales econémicas son grabadas o registradas, por orga-
nismos, en intervalos discretos de forma anual, trimestral, mensual, semanal, o diaria.
El ntimero de observaciones por afio se denomina frecuencia.

10.2 Procesos estocasticos estacionarios en sentido estricto y débil: Medias,
varianzas y autocovarianzas, ergodicidad

A diferencia del tratamiento dado a las observaciones transversales, que eran considera-
das muestras aleatorias de una poblacién subyacente, dicho tratamiento no es apropiado
para las series temporales debido a la dependencia existente entre observaciones. En este
contexto, tratamos la muestra observada {Zi, ..., Zr} como la realizacién de un proceso
estocdstico dependiente, que definimos seguidamente. A menudo es util ver {Z1, ..., Zr}
como un subconjunto de una secuencia doblemente infinita {..., Z;_1, Z;, Z;11, ...}

Cuando observamos una serie temporal vamos a entender que esta serie es una reali-
zacion de un proceso estocdstico. Podemos definir un proceso estocdstico «Z» como un
conjunto de «T'» variables aleatorias «Z;» en momentos de tiempo sucesivos. Cada una
de estas «T'» variables se comporta como lo hacen las variables aleatorias usuales. Por
tanto, la variable aleatoria Z; se caracteriza por su funcién de distribucion, y el conjunto
{Zi, Z11, ..., Zy1,, } se caracteriza por su distribucién conjunta. Analiticamente se puede
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expresar como

Z = {Zl, ZQ, ey ZT} 3 Z € {Z (S,t);S S S,t S T}, (101)

donde «s» representa el comportamiento en el estado de los sucesos aleatorios y «t» el
comportamiento en la dimensioén temporal.

Es en este contexto en el que cabe interpretar las series de tiempo como realizaciones de
un proceso estocdstico, es decir, dado (realizado) un suceso determinado, s, (del espacio
de sucesos), observamos la serie Z (s, t) a lo largo del tiempo (ordenada cronolégica-
mente)'. Bajo ciertas condiciones de estabilidad temporal, los datos que observamos
(fruto de una realizacién) pueden permitir caracterizar al proceso generador de datos.
En otros términos, dado que solo hay una muestra o realizacién del proceso, si queremos
aprender algo sobre estas distribuciones necesitaremos cierto grado de constancia o
regularidad, como veremos.

Légicamente un proceso estocéstico tiene que tener una funcién de distribucién conjunta,
del tipo habitual,

F(Z) = F{Zl,ZQ, ...,ZT} =Pr {Zl < 21722 < 29, ..., Ir < ZT}, (102)

pero normalmente en un proceso estocdstico solo conocemos un valor de cada una de
las «T'» variables que componen el proceso (o punto muestral), y en consecuencia no po-
demos conocer su funcién de distribucion conjunta, que puede ser muy compleja.

Kolgomorov demostré que si se cumplen las condiciones de simetria (cuando la per-
mutacion temporal de las variables del proceso no afecta a su distribucién conjunta) y
compatibilidad (cuando el proceso estocéstico se puede reducir mediante marginaliza-
cién al anélisis de un conjunto finito de elementos), entonces no es necesario conocer la
funcién de distribucién conjunta para poder hacer inferencia estadistica. Ambas condi-
ciones se cumplen si el proceso estocéstico es estacionario, un concepto que definiremos
inmediatamente.

Para analizar teéricamente los procesos estocdsticos definimos los siguientes momentos
de las distribuciones marginales:

E(Z) = u, parat =1,2, ..., T, (10.3)

que no es mas que la esperanza no condicionada de las variables aleatorias (o esperanza
marginal) de que consta el proceso.

La varianza marginal es

var (Z,) = o, parat=1,2,...,T. (10.4)

La funcién real Z(s, t) es un proceso estocéstico que depende del tiempo y del suceso. Si fijamos el
tiempo, Z(s, ty) define una variable aleatoria, si fijamos tiempo y suceso, Z(so, ty) define un ntimero real.
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La dependencia entre las variables aleatorias del proceso estocdastico se representa
por las funciones de covarianza y correlacién entre dos variables del proceso en dos
instantes cualesquiera:

v (tt+u) =cov(Zy, Zw) = E[(Zs — 1) (Zigu — fetu)] (10.5)

es la covarianza, que denominaremos funcién de autocovarianza, puesto que se refiere
a la covarianza de dos variables cualesquiera del proceso en distintos momentos de
tiempo. u representa el retardo (o adelanto en el tiempo) respecto de Z;. Si el desfase es
nulo, u = 0, y entonces obtenemos de nuevo la varianza del proceso.

El coeficiente de correlaciéon, que denominaremos funcién de autocorrelacién, mide la
correlacién entre dos variables del proceso en distintos momentos de tiempo,

cov (Zt, Zitu) v (t,t+u)
tt = = 10.6
p bt +u) O10¢4u Y2 (t, 6) V2 (t+u, t + ) (106)

y como cualquier correlacién su valor estd acotado entre 1y -1.

La forma més comuin de asumir cierta regularidad o constancia es la de estacionarie-
dad. Un proceso estocdstico es estacionario, en sentido estricto, si las funciones de
distribucién de las variables aleatorias que lo componen son idénticas, es decir, si

donde las funciones de distribucién marginal (o de cada una de las variables del proceso)
son iguales, lo que permite considerarlo de hecho, como si fuera una tinica variable
aleatoria con «T'» repeticiones. La constancia o regularidad anteriores se refieren en
este caso a que la distribucién de Z; no cambia en el tiempo. Tampoco cambiarian la
distribuciones bivariantes (Z;, Z;,1), ni las multivariantes (Z,, ..., Z;4,).

El conocimiento de las funciones de distribucién de las variables que componen el
proceso resulta inalcanzable si, como es habitual, solo tenemos una realizacién de
cada una de las variables. Para solventar este problema suele recurrirse al concepto de
proceso estocastico estacionario en sentido débil.

Un proceso es estacionario en sentido débil si

1.* py = p para todo t,
2.% 02 = o? para todo t, (10.8)
33y (tt+u) =7yt t—u) =7 =V

La constancia o regularidad, en este caso, significa que el proceso estocéstico es estable
a lo largo del tiempo en media y varianza constantes para todo ¢ y la funcién de
autocovarianza solo depende del desfase temporal u. Esta tiltima condicién también se
puede escribir como p,, = p_,. A estos procesos también se les conoce como procesos
estacionarios en covarianza.

Tema 10. Procesos estocasticos estacionarios
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De las definiciones y de los ejemplos de series podemos ver que la estacionariedad
significa que la distribucion es constante a lo largo del tiempo. No significa, sin embargo,
que el proceso tenga limitaciones en cuanto a la dependencia, y tampoco que haya serias
limitaciones en cuanto a la ausencia de patrones periédicos.

Una propiedad importante por su utilidad de los procesos estacionarios es que la estacio-
nariedad se preserva tras realizar transformaciones que incluyan la historia entera de Z;:

Si Z, es un proceso estrictamente estacionario y z; = f(z, 21, ....) es una variable
aleatoria, entonces z; es estrictamente estacionario.

Por ejemplo una transformacion como esta

9]
Ty = E G]'Zt,j
J=0

donde a; son coeficientes y Z; es estacionario, genera un proceso z; que también es
estacionario.

Hemos visto en los apartados anteriores que los procesos estacionarios en covarian-
za se caracterizan por los primeros momentos de su distribucién. Veamos bajo qué
condiciones podemos estimarlos y hacer inferencia a partir de las correspondientes
estimaciones.

Supongamos, como es habitual, que contamos con una tnica realizacién de un pro-
ceso estocdstico estacionario, con media p = E(Z,;), varianza ¢ = v, = var(Z,) y
autocovarianzas vy, = cov (Z;, Zy_,,).

En estas condiciones un estimador del primer momento, es decir, de la media poblacio-
nal, es la media muestral, que serd una media temporal,

Z _ Zthl Zt.
T
Una forma alternativa de estimar la media (esperanza) del proceso seria obtener diferen-
tes realizaciones del proceso y ensamblar entonces la media a partir de las mismas. Esto,
sin embargo, supondria repetir la historia mas de una vez, lo cual no es posible con los
datos econémicos. En consecuencia, aspiramos a poder estimar la media poblacional a
partir de la media muestral temporal.

(10.9)

Consideremos que tenemos datos independientes, en ese caso la varianza de la media
muestral es var (Z ) = 0%/T, y por tanto al aumentar el tamafio de la muestra, el error

cuadrdtico medio E (Z — u) ? de la estimacin tiende a cero, lo cual es deseable. Desafortu-
nadamente, esta convergencia no estd garantizada para todo proceso estacionario. Por
ejemplo, un proceso con media cero y varianza o tan simple como Z; = Zy = Z3 = ...,
es estacionario sin embargo, pese a que la esperanza E (Z) = 0, cuando tengamos una
Unica realizacion Z; = Z, = Z3 = ... = Zp, la varianza de la media muestral (temporal),
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es decir,

var (Z) = %Var ZZt

1
= ™ [var (Z,) + ... + var (Zr) + 2cov (Zy, Z3) + 2cov (Zy, Z3)

+... + 2cov (Zy, Zr) + 2cov (Za, Z3) + ... + 2cov (Zy, Zr) +
+... 4+ 2cov (ZT—lu ZT)] s

no sera asintéticamente nula. La correlacion entre una observacién y la siguiente, que
es idéntica por la definicién del proceso, es unitaria y por tanto las covarianzas de la
expresion serdn constantes a lo largo del tiempo. Lo fundamental es percatarse de que
en este proceso en particular cada nueva observacion, al ser idéntica a la anterior, no
proporciona nueva informacioén, es decir, tiene una dependencia muy fuerte respecto
de la anterior, y esta dependencia no se atentia con el paso del tiempo. Este tipo de
dependencias entre las observaciones no permite que la media muestral colapse asint6-
ticamente con la esperanza o media poblacional, ;, incluso si el proceso es estacionario,
cuya media poblacional es por definicién constante. Estas situaciones han de ser des-
cartadas porque nos conducen a estimaciones erréneas del primer momento (media
poblacional).

Para garantizar la convergencia, es necesaria una condicién méds: que el proceso sea erg6-
dico. Si el proceso es ergédico la media muestral temporal nos conduce asintéticamente
a la media poblacional.

Decimos que un proceso es ergédico para la estimacién de la media
cuando se cumple que

M E (Z —u)” — 0. (10.10)

T—o00

Esta es una propiedad importante porque garantiza que la diferencia entre el estima-
dor de la media Z y su verdadero valor p tiende a cero cuando 7" aumenta, es decir,
var (Z) — 0. Nos interesa por tanto conocer bajo qué condiciones el proceso estacionario
es ergddico para la media.

Ya hemos visto que cuando las observaciones son independientes en un proceso es-
tacionario, el error cuadratico medio tiende a cero cuando 7" aumenta, sin embargo
cuando las observaciones del proceso estacionario no son independientes, para calcular
el error cuadratico medio debemos tener en cuenta las funciones de covarianza, es decir
que

2

var (2) =E (Z - )" = 4 | S, (20— )]
= %E [th:l E(Z — U)Q + 2 23:1 Z?Zi—i—l E ((zi — p) (5 — 1)) (10.11)
=3B [+ 2505 (1- 4) 3]
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de manera que la condicién para que la varianza tienda a cero al aumentar la muestra
es que el sumatorio de la tiltima expresion converja hacia una constante. La condicién
suficiente (no necesaria) para que esto suceda es que

lim ~, — 0, (10.12)
U—00

lo que se denomina dependencia débil en covarianza e implica que cuando aumenta
el desfase la covarianza tiende a cero. En consecuencia, para que el proceso sea ergédico
es condicién suficiente que exista dependencia débil en covarianza.

Por tanto podemos decir que la dependencia serial en el proceso es admisible siempre
que tienda a desaparecer con el tiempo. Esta observacién esta en cercana sintonia con lo
previsto para el comportamiento de la covarianza en la version de la Ley de los Grandes
Numeros. Adicionalmente, conviene tener presente que para cualquier funcién medible
f, la sucesion {f(Z;)} es ergddica siempre que lo sea el proceso Z;, por lo que si un
proceso es estacionario y ergédico, entonces cualquiera de sus momentos (si existen) se
podré estimar consistentemente a partir del correspondiente momento muestral.

En términos més generales, un proceso es ergddico respecto a un pardmetro { cuando
el estimador &7 calculado sobre una serie temporal converge en media cuadrdtica a un
estimador ¢ andlogo definido sobre una muestra de réplicas independientes del pro-
ceso. La ergodicidad es una restriccion sobre la memoria del proceso necesaria para
poder estimar consistentemente las caracteristicas del mismo a partir de una tnica
realizacion.

La estacionariedad no garantiza la ergodicidad. Hemos visto que la memoria de un
proceso se mide por la covarianza entre dos variables distanciadas u periodos. En cambio
la condicién de estacionariedad no implica una restriccion de memoria, obsérvese
que solamente afecta a la homogeneidad temporal: todas las variables distanciadas u
periodos tienen una misma covarianza, v,, para cualquier u.

A modo de resumen, y para cerrar la cuestion de la ergodicidad, y evitar asi una ex-
posicién mas técnica, que excede el nivel disefiado para este manual, cabe indicar lo
siguiente respecto a los requisitos de ergodicidad y estacionariedad. La estacionariedad
la pensamos en términos de restriccidon sobre la heterogeneidad temporal del proceso,
mientras que la ergodicidad limita su memoria. Se pueden concebir procesos esta-
cionarios no ergddicos y procesos ergddicos no estacionarios, aunque, en general, la
ergodicidad no suele definirse para procesos no estacionarios. El requerimiento con-
junto de estacionariedad y ergodicidad asegura que con una tnica serie temporal se
pueden obtener estimadores consistentes de los momentos poblacionales. De ambos
requisitos el mas fuerte es el relativo a la estacionariedad. Seria posible técnicamente
relajar la estacionariedad requiriendo condiciones més fuertes que la ergodicidad. Todos
los procesos presentados en este tema serdn lineales y estocésticos, lo cual garantiza la
ergodicidad, y por tanto no nos preocuparemos por ella.

Un elemento de enorme utilidad en un proceso estocdstico estacionario y ergédico es
que la funcion de densidad conjunta de un subconjunto de T variables de dicho proceso,
condicional en unos valores iniciales dados, coincide con el producto de las funciones
de densidad condicionales escalares (individuales) con un ntimero finito de parametros

Tema 10. Procesos estocasticos estacionarios



10.3. Ruido blanco 8

constantes. Justamente esta propiedad es la que permite realizar inferencias sin la
necesidad de conocer la funcién de distribucién conjunta. De lo contrario seria casi
imposible.

10.3 Ruido blanco

Un proceso estocéstico estacionario de gran importancia es el denominado proceso de
ruido blanco. Responde a la siguiente expresion analitica

Zy =7 +e, (10.13)

y puede ser escrito en desviaciones a las medias sin pérdida de generalidad, es decir
que expresado de esta forma, el proceso ruido blanco seria:

Ruido blanco
2t = &y, (1014)

y satisface
10E () =0,t=1,2, ...

20 var(z) =02 t=1,2,.. (10.15)
3.% cov (2, 214u) = Yu = 0 para todo u # 0.

Consiste, por tanto, en una secuencia de variables aleatorias con media nula y varianza
constante. La tercera condiciéon también se puede escribir como: p,, = 0, para todo u # 0.
Intuitivamente, y de forma menos precisa, podemos decir que en un proceso de ruido
blanco, conocer los valores pasados no proporciona ninguna informacién sobre los
valores futuros. El proceso no tiene memoria. Por tanto es evidente que el ruido blanco
es un proceso estacionario débil.

A modo ilustrativo consideremos, por ejemplo, un proceso que consiste en empezar
en un 2, cualquiera. Si observamos que z; > 0, entonces z,;; lo extraemos de una
distribucién normal N (0, 1); pero si observamos que z; < 0, entonces z;.; lo extraemos
de una distribucion uniforme U (—1/v/3,1/v/3). Este proceso estocstico es estacionario,
aunque temporalmente no es independiente. También se puede comprobar facilmente
que es un proceso de ruido blanco: su media es nula, la varianza es constante, y las
covarianzas son nulas. Asi pues, el ruido blanco no es necesario que sea serialmente
independiente. La independencia serial requeriria reemplazar la tercera condicién por
la siguiente
24, 2144 SON independientes para v # 0

y entonces dirfamos que es un proceso de ruido blanco independiente o ruido blanco estricto.
Esto es asi puesto que se trata de ruido blanco, la distribucién es la misma a lo largo del
tiempo y el proceso es temporalmente independiente, y se corresponde con las siglas
iid, que hemos utilizado en otros temas. Requerir que un proceso sea i.i.d. es mas
restrictivo que requerir que sea ruido blanco.

Tema 10. Procesos estocasticos estacionarios
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En los casos en los que ¢, se acomoda a la distribucién normal N (0, 02) decimos que se
trata de ruido blanco gausiano. En este caso, l6gicamente también seria i.i.d.

10.4 Procesos ARy MA

En general un proceso estocdstico estacionario se denomina proceso autorregresivo
de orden p [también denominado AR (p)] si el valor actual de la serie (Z;) depende
de la propia variable en retardos sucesivos desde 1 hasta p. Analiticamente un AR (p)
presenta la forma siguiente:

Zy = Qo+ 01 Zy1+ 02l o+ ..+ Gply_y F ey, (10.16)

donde ¢, es ruido blanco [E (¢,) = 0, var (g;) = 02 y 7, = 0, u # 0]. Los pardmetros ¢; se
estiman por MCO.

Proceso autorregresivo de primer orden AR(1)

El proceso autorregresivo mds simple es el proceso AR (1). Diremos que un proceso es
un proceso autorregresivo de primer orden si ha sido generado a partir de la siguiente
expresion:

Zy = ¢o + ¢121-1 + &, (10.17)
donde ¢ y ¢; son valores a determinar y ¢, ruido blanco.

Supongamos que el proceso asi establecido comienza a partir de un valor cualquiera,
que denominaremos por ejemplo /, de manera que el primer valor es Z, = I, el segundo
valor serd Z; = ¢o+¢11+¢1, el siguiente, Zy = ¢po+¢1 2142 = po+¢P1 (Po + 11 + €1)+e2,
y sustituyendo asi sucesivamente tenemos que

Zy= Qo+ o1l + &
Zy = o (14 ¢1) + ¢11 + ¢re1 + &2
Zy = ¢o (1 + ¢1 + ¢7) + ¢ + ¢ier + drea + €3 (10.18)

Zi = $o Xiso (81) + AT + 212 dhevs
Y como la E (¢;) = 0, la esperanza del proceso es

t—1

E(Z)=¢o Y _ (1) + &i1. (10.19)

1=0

Para que el proceso sea estacionario en media necesitamos que el primer término
converja a una constante y que el segundo se anule, lo que se consigue solo si |¢;| < 1.
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En efecto, el primer término ¢y > i—; (#1) = ¢o (1 + ¢1 + ¢} + ... + ¢\") es la suma de
una progresion geométrica de razén ¢; cuya suma converge a ¢/ (1 — ¢1), y el segundo
¢! tiende a cero a medida que ¢ aumenta. En definitiva si |¢;| < 1, 1a E (Z;) converge en
media rapidamente a ¢/ (1 — ¢;) con independencia de las condiciones iniciales.

Al mismo resultado llegamos si partimos de la expresiéon (10.17). Para que la media
sea constante en todo el proceso se tiene que cumplir que E (7)) =E (Z;1) = ... = ny
como la E (¢;) = 0, y aplicando esperanzas a la expresion (10.17) obtenemos que

1= o —1(;0051#5 (10.20)

/’L = 1_¢17

es decir que la media marginal es constante para todo el periodo si se cumple la
expresion anterior.

Igual que hicimos con el proceso ruido blanco, normalmente los procesos AR (1) se
expresan, sin pérdida de generalidad, en desviaciones a las medias

2 = Q1241 + &, (10.21)

donde perdemos el término constante y las variables, z; y 2,1, aparecen en mintsculas
indicando que son variables centradas o en diferencias a las medias.

También es usual utilizar el operador de retardos cuya definicién? es

BpZt = Zt—p, (1022)

por lo que el proceso AR (1) utilizando el operador de retardos es

2 = ¢1Bz + ey

(1 —=¢1B) 2 =&,
es decir, una serie centrada (o en desviaciones a las medias) sigue un proceso AR (1) con
pardmetro ¢, si al aplicarle el operador (1 — ¢ B) se obtiene un proceso ruido blanco. Si
consideramos el operador como una ecuacién en B, el coeficiente ¢; se denomina factor
de la ecuacién, y también podemos llegar a la condicién de estacionaridad utilizando la
raiz de la ecuacién. Es decir, igualando el operador a cero y resolviendo la ecuacién con
B como incégnita tenemos la ecuacién y la solucién (raiz)

(10.23)

1 —¢1B=0;
_ 1
B =,

y el proceso serd estacionario si B estd fuera del circulo unidad, es decir, si |B| > 1

(10.24)

|B| = ﬁ > 1;

[p1] < 1.

2En este punto se recomienda leer el apéndice correspondiente en el que se describen algunas
propiedades de este operador.

(10.25)
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Un proceso AR (1) y en general los procesos AR se pueden expresar también como la
suma ponderada de procesos ruido blanco (denominado procesos de medias moéviles
como veremos mds adelante). En efecto, retardando un periodo la expresioén (10.21)
tenemos

Zi—1 = P12i—2 + €1, (10.26)
y sustituyendo en (10.21)

=01zt e =01 (P10 +6121) + 60 = ¢%Zt—2 + P11 + &t (10.27)

Aplicando este procedimiento sucesivamente llegamos a

2= z + P rer + P Pen o+ Pieig + drE &y, (10.28)

y bajo el supuesto de que ¢ es grande, ¢ serd a efectos practicos cero, es decir que
un proceso AR (1) (y en general cualquier proceso AR) se puede representar como la
suma de ruido blanco ponderada por una constante que decrece geométricamente, y
suponiendo que la serie comienza en el pasado lejano (—o0), podemos expresar los
procesos AR como la suma infinita siguiente:

2= ¢ (10.29)
1=0

Aunque la esperanza del proceso (10.17) es ¢o/ (1 — ¢1), si utilizamos la expresién
(10.21), entonces el proceso AR (1) centrado (o en desviaciones a la media, ¢, = 0) tiene
esperanza nula

E(z) =E (i ¢§5t—i> = i O E (e1-3) = 0. (10.30)
i=0 i=0

Sabiendo que el proceso centrado tiene media nula, tras elevar al cuadrado la expresion

(10.21), si aplicamos esperanzas obtenemos la varianza incondicional o incondiciona-
da

E (27) =E(¢127, + 22160+ &7) - (10.31)

Si denominamos a la varianza del proceso por o2, tenemos que

o2 = ¢lo? + o2, (10.32)
de manera que
2
2 O¢
=—. 10.33
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Lo cual nuevamente nos permite comprobar que para que la varianza sea positiva se
hace necesario el cumplimiento de la condicién de estacionaridad, |¢;| < 1.

Para calcular las funciones de autocorrelacion partimos de la expresion (10.29). Multi-
plicando por 2., y aplicando esperanzas,

Yu = E (ZtZH-U) =K (Zzoio qbilgt—i Z]oio ¢{€t+U—j> (10 34)
=220 Z(;io PANE (et-i€tru—y) -
Encontramos que las esperanzas solo seran distintas de cero cuando los subindices
entre paréntesis coincidan (puesto que el proceso ruido blanco esté incorrelacionado),
es decir, cuando t — i =t — j + u, lo que ocurre cuando j = u + 4, y sustituyendo j por
u + ¢ en la expresion anterior tenemos que

Yo = E (z12040) = Zio ¢21¢11L+ZE (5?—2') =

= 0220 = 02 S O = (10.35)
=020} (14 ¢} + 0} +..) = 7%

donde el tnico valor que cambia con el desfase temporal es ¢, que decrece geométrica-
mente si se cumple la condicién de estacionaridad |¢;| < 1.

La funcidon de autocorrelacion es

— 2
P (10.36)
Yoo =

de manera que la funcién de autocorrelacién (FAT) de un proceso AR (1) decrece de
forma geométrica en valor absoluto. Si el valor del pardmetro ¢, es negativo lo hara de
igual forma, pero cambiando de signo en desfases sucesivos.

La funcién de autocorrelaciéon ayuda a caracterizar a los procesos AR: en general,
si decrece rdpidamente nos encontraremos, como veremos posteriormente, ante un
proceso AR.

Sin embargo la funcién de autocorrelacién no nos informa del orden del proceso auto-
rregresivo. Para determinarlo, es decir para identificar el orden p de un proceso AR (p)
debemos recurrir a la funcién de autocorrelacién parcial (FAP).

La autocorrelacién parcial con k£ desfases, que denominaremos ¢y, mide la influen-
cia de z,_, sobre z; descontada la influencia de los k& — 1 valores anteriores de z:
Zi-1, Z—2, ...%—k—1. Bs decir, la autocorrelacién parcial de orden k se refiere a la co-
rrelacion entre z;, z;_;, condicionada a z;_1, 2;_2, ... 2—p—1.

Esta correlaciéon vendra dada por un coeficiente, ¢xi, que ird definiendo la funcién
de autocorrelacion parcial para los desfases temporales 1 a £ de cualquier proceso
estacionario. El coeficiente (poblacional) serd el tltimo coeficiente de los siguientes
modelos que crecen secuencialmente en orden (k = 1,2, ...), y que pueden ser facilmente
estimados por MCO:
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2 = $12-1; donde ¢ = ¢y
2 = P12i-1 + P2zi—2; donde vy = Poo (10.37)

2y = 112i—1 + LaZp_9 + ... + tp2zi—k; donde t = Ppy.

De esta manera la funcién de autocorrelaccion parcial (FAP) vendra dada (poblacional-
mente) por la sucesion {¢11, P22, ..., Puu, -, Pik - Hay que distinguir esta funcién de la
funcién de correlacién {p1, p2, ..., pu, ---, P }, Y para ello denominaremos a esta tltima
funcién de autocorrelacion total (FAT).

Para estimar estos coeficientes FAP usariamos la técnica MCO sobre modelos secuencia-
les

2= Q121 + 8751); donde ¢; = ¢11
2t = V121 T P2zi—2 + €§2); donde 3 = @92 (10.38)

k
2 = L12—1 + LoZi—o + ... F L2 T+ 5§ ); donde 1 = ¢px.

Donde ") hace referencia a los errores para cada uno de los modelos secuenciales. En
caso de que el proceso fuera un AR(1), el error e\ serfa ruido blanco (por definicion
de AR(1)), y el coeficiente poblacional ¢;; # 0, de lo contrario no serfa un AR(1), y
el coeficiente muestral estimado ¢y, convergeria asintéticamente al verdadero (a un
valor distinto de cero). Pensemos ahora como seria el dltimo coeficiente de una de las
ecuaciones siguientes, es decir v > 1. En estos casos, dado que el proceso es AR(1) y por
tanto solo es relevante el valor que toma la serie en el momento justamente anterior, una
vez que dicho valor ya ha sido considerado, pues la regresion u-ésima contiene el efecto
en cuestion, tendriamos que ¢,, = 0, y por tanto su contrapartida muestral Guu CON-
vergeria a cero. Hemos comprobado que los procesos autorregresivos de primer orden
se caracterizan por tener una FAP en la que solo el primer retardo es estadisticamente
distinto de cero, mientras que los siguientes desfases son estadisticamente nulos.

Para determinar si un valor concreto ¢,,, de los k estimados en la FAP es significativa-
mente distinto de cero consideramos el proceso ruido blanco, es decir, consideramos
que los valores sucesivos de ¢, para uu = 1,2, ... son independientes y se distribuyen
como una normal de media cero y varianza unitaria. En estas condiciones, cada ¢, se
distribuye de la siguiente forma:

Var (¢uu) = 7 (10.39)
CoV (Puu, Puutn) = 0para h > 1,
de manera que para contrastar la hipétesis nula de que un ¢,, concreto es nulo

(Hp : ¢y = 0) realizamos el contraste de hipdtesis usual, y rechazamos la hipétesis
nula con el 95 % de confianza si
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Puu — 0 1,96

> 1,96; [du| > —, 10.40
i Ol =" (10.40)
es decir que si un valor concreto de ¢,, esta fuera del intervalo +1,96/ VT entonces
podemos afirmar que ¢,,, es distinto de cero con el 95 % de confianza.

Un proceso AR (1) presentara una FAP en la que solo el valor del primer desfase
temporal ¢, serd distinto de cero y todos los demds serdn nulos (¢,, = 0, para uu > 1).
Un AR (2) presentard los dos primeros desfases de su F'AP distintos de cero ¢11y ¢y
el resto nulos y asi sucesivamente. De manera que el orden del proceso AR lo determina
la FAP.

Llamamos correlograma completo a la representacion gréfica de las funciones de auto-
correlacion total (FAT) y parcial (FAP) de desfases sucesivos de un proceso estocdstico
estacionario.

El correlograma completo de un proceso AR (1) en consecuencia mostrara una funcién
de autocorrelacion total que decrece de forma geométrica a medida que se incrementa el
desfase temporal y una funcién de autocorrelacién parcial con un solo valor significativo,
el de orden uno.

Figura 10.1: Correlogramas de un AR (1)

¢1 >0 & <0
FAT FAT
I I I
II..-___
FAP FAP

La Figura 10.1 muestra el correlograma completo de dos procesos AR (1). Los dos
graficos de la izquierda muestran la FAT y la FAP de un proceso AR (1) con pardmetro
positivo ¢; > 0, la FAT (gréfico superior izquierdo) decrece geométricamente mientras
que la FAP (gréfico inferior izquierdo) presenta un solo valor distinto de cero en el
primer desfase. Los gréficos de la derecha muestran el correlograma de un proceso
AR (1) con pardmetro negativo ¢; < 0, la FAT (grafico superior derecho) decrece
rdpidamente pero cambiando de signo en desfases sucesivos, la FAP (gréfico inferior

Tema 10. Procesos estocasticos estacionarios



10.4. Procesos AR y MA 15

derecho) muestra un solo desfase distinto de cero, el del primer desfase, con signo
negativo.

Una forma alternativa y tedricamente muy atractiva de llegar a los valores de la au-
tocorrelacion parcial (FAP) es a partir de los valores de la funcién de autocorrelaciéon
total (FAT) p,,, utilizando para ello las denominadas ecuaciones de Yule-Walker. En efecto,
partiendo de (10.21), multiplicando ambos lados de la ecuacién por z;,_; y aplicando
esperanzas, tenemos

E (zi2e-1) = ;1 E (zf_l) +E (z-16¢) ;
M= ¢1707

puesto que E (2;_1e;) = 0y dividiendo ambas partes por la varianza -, llegamos a

(10.41)

p1 = o, (10.42)

es decir que la funcién de autocorrelacién total con un desfase p; es igual a la funcién
de autocorrelacién parcial con un desfase ¢;; en cualquier proceso estacionario.

En general podemos calcular FAP para un desfase cualquiera u. Partiendo de un modelo
AR (p) en desviaciones a las medias

2= Q121+ Pazp2 + o+ Op2ip + &y, (10.43)

y multiplicando ambas partes de la ecuacién por z_,, aplicando esperanzas y divi-
diendo por la varianza 7, llegamos a la expresién de la ecuacion de Yule-Walker para u
desfases

Pu = P1pu—1+ G2pu—2+ ... + Oppu_p. (10.44)

Teniendo en cuenta el cardcter par de la FAP p, = p_,, dando valores a u, y recor-
dando que estamos interesados solo en el dltimo coeficiente denominado ¢, = ¢,, se
obtiene

1 Lo P1 coe Pu—1 - P1
o I = (10.45)
(buu Pu—1 Pu-2 " £0 Pu

que permite calcular las funciones de autocorrelacion parcial de orden u de forma sucesi-
va a partir de la funcién de autocorrelacion total de cualquier proceso estacionario.

Por ejemplo, en el caso de un AR(1) la expresién seria

b1 = p1/po = p1

()=o) ()
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que resolviendo y teniendo en cuenta que es un proceso AR(1), como hemos visto,
pa = pi, se llega facilmente a que ¢92 = 0/(1 — p7) = 0. Lo mismo sucede si operamos
para calcular ¢33, que serd nulo, y asi sucesivamente para cualquier retardo distinto de
primero.

Procesos de media madviles

Un proceso estacionario de media mévil de orden ¢, denominado usualmente M A (¢),
analiticamente obedece a la siguiente expresiéon

Zt =c+ & — 61815,1 — 62815,2 — ... Qth,q, (1046)

donde ¢; es un proceso ruido blanco centrado o en desviaciones a la media®. El signo
negativo de los pardmetros 6, es una mera convencion y, de hecho, estos pueden ser
tanto negativos como positivos. La media del proceso es el término constante.

Los procesos AR se pueden escribir como procesos M A (co), mientras que los procesos
M A dependen solo de un ntimero finito de retardos p, en este sentido los procesos M A
tienen memoria mds corta que los procesos AR.

Los modelos M A (q) se pueden escribir, sin pérdida de generalidad, en diferencias a las
medias

Zt = &t — ‘91815_1 — 02515_2 — ... ant_q, (1047)

donde desaparece el término constante c y la variable z; la mostramos en mintscula
para indicar que es una variable centrada o en diferencias a las medias.

Proceso de media movil de orden uno, MA(1)

Podemos entender el modelo MA(1) como la construccién (més simple) de un modelo
con dependencia temporal tomando como punto de partida el ruido blanco. El proceso
generador obedece a la siguiente expresion en desviaciones a las medias

Zt = &t — 6)18,5_1. (1048)

Utilizando el operador de retardos B podemos escribir

Zt = &t — QlBét = &t (1 — 913) s (1049)

de manera que el proceso es la suma de dos procesos estacionarios ¢, y 615, y en
consecuencia el proceso M A (1) es por construccién estacionario.

Retardando un periodo la expresion (10.48), tenemos,

SE(e¢) =0, Var (g;) = 02y p, = 0 para todo u > 1.
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21 = €4—1 — bher_o;

10.50
-1 = z—1 + bhera, ( )
y sustituyendo en (10.48) obtenemos
= — b1 =¢e— 04 (Zt—l - 91&5—2)
10.51
=& — bhzi-1 + Ofero. ( )
Realizando el proceso iterativamente llegamos a
t—1
Zy =€ — Z Qizt_i — Bleo, (10.52)
i=1

que es un proceso autorregresivo. Esta expresion nos permite divisar el escaso sentido
que tendria que el pardmetro 6, fuera superior a la unidad, pues en tal circunstancia el
efecto del pasado de z, tiene mayor incidencia para explicar el valor actual de z;, cuanto
mads lejano estd en el tiempo. Es decir, contemplamos casos en los que el efecto (los
efectos) va(n) disminuyendo a medida que aumentan los retardos, para lo cual debemos
imponer la condicién |#;| < 1, en cuyo caso decimos que el proceso M A es invertible en
un proceso autorregresivo AR. Ademads esta restriccion es perfectamente compatible con
el hecho de ser un proceso débilmente dependiente. Por otra parte, también observamos
que 0} converge a cero a medida que ¢ aumenta. En estas condiciones si el proceso
comienza en el pasado lejano, tan lejano como queramos (—oo), lo podemos escribir
como

n=c—» Oz (10.53)
=1

Por tanto un proceso M A (1) se puede escribir como un AR (co). En general todos los
procesos M A invertibles son los que se pueden escribir como un proceso AR (00).

Aplicando esperanzas a la expresion (10.48) llegamos a la conclusion de que el proceso
M A (1) centrado tiene media nula

E(z)=E (& — bier) = E(e) — 0E (5_1) = 0. (10.54)

La varianza es

E (zf) =E(g — Hlst_1)2 =E (5? + 6% | — 291&5&5—1) = (1 + 0%) . (10.55)

La funcién de autocovarianza de orden u la obtenemos multiplicando a ambos lados de
la ecuacién (10.48) por z;,_, y aplicando esperanzas,

Yo =E(zzi-0) = E(e124-0) — E(0180-120) - (10.56)
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Para v = 1 tenemos

m=E (ZtZt—l) =E (515215—1) —-E (915t—12t—1) = —91037 (10.57)
pueStO que E (5tZt—1) =E [E‘:t (St—l — 918,5_2)] =0 y QlE [515—1 (6t_1 — 0151&—2)] = 010"?.

Parau =2,

Yo = E (ZtZt_g) =E (éftZt_Q) —E (91515_1215_2) = 0, (1058)
y parau > 2 obtenemos también funciones de autocovarianza nulas (v, = 0, parau > 1).

La funcion de autocorrelacion con un retardo es

71 —9102 —b6h
_n_ e _ | 10.59
T TR S o) (10.59)

y para u > 1 las funciones de autocorrelacién son cero (p, = 0).

Por consiguiente, la funciéon de autocorrelaciéon de un M A (1) presentard un solo valor
distinto de cero, en el primer desfase. Es decir que el orden del proceso lo determina la
funcién de autocorrelacién total (FAT). Por tanto la FAT de un M A (1) tiene la misma
interpretacion, determinar el orden del proceso que tenia la FAP para un proceso
AR (1). Esta misma dualidad se presenta también en la FAP de un M A (1) puesto
que este proceso se puede escribir como un AR (c0), que tiene una FAP que registra
el efecto directo de z;,_, sobre z; de magnitud 6}, por lo que la FAP de un M A(1)
decrecera rapidamente en u, siendo todos poblacionalmente no nulos. Por tanto esta
caracteristica nos servird para determinar el orden del proceso M A. La Figura 10.2
muestra el correlograma de un proceso M A (1).

Proceso de medias méviles de orden q, MA(q)

Como ya sabemos, un proceso M A (¢) analiticamente presenta la siguiente forma:

q
Zt = &t — ngt—l — 025t—2 — ... qut—q =&t — Z ez‘gt_i. (1060)
i=1

Utilizando el operador de retardos B podemos escribirlo también como

zn=¢e —01Bey — 0.B%, — ... — 0,Ble, = ¢, (1 - 0,B — 6.B> — ... — 6,B%),  (10.61)

donde el operador de retardos M A (B) =1 — 6,B — ;B> — ... — §,B? opera sobre ¢, y
nos permite llegar a la notacién general compacta de un modelo M A (q)

2y = MA (B) Et;

10.62
MA(B) 'z =¢,. (1062)
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Figura 10.2: Correlogramas de un M A (1)

6, <0 6, >0
FAT FAT
FAP

Esta ultima expresién permite expresar el modelo M A (¢) como un AR (c0)

MA(B) " =1—mB—nB*— ... (10.63)

Los coeficientes 7; se obtienen imponiendo la condicién MA (B)™' MA(B) = 1; los
procesos M A deben ser invertibles, lo que se cumplird si las raices de la ecuaciéon
MA (B) = 0 caen fuera del circulo unidad y la serie M A (B)~' serd convergente y
podremos escribir el proceso M A como

2t = Z NiZt—i + Et, (10.64)
i=1

que es un proceso AR (c0) y, por consiguiente, la FAP de un proceso M A (¢) tiene la
misma estructura que la FAT de un proceso AR del mismo orden. Es decir, la FAP de un
proceso M A (q) decrece rdpidamente de forma geométrica o sinusoidal y determina la
naturaleza del proceso.

Multiplicando (10.60) por 24, para v > 0 y tomando esperanzas, obtenemos la autoco-
varianza del proceso

_ q—u q—u
E (212t-u) = E i=0 (0iet—s) Zj:() (05€tu—j)
_ q—u q—u
= Zi:O ijo 0:0;E (e1—i€tyu—j) -
Teniendo en cuenta que E (¢;_;&,1,_;) = o2 solo cuando los subindices coinciden y cero
en caso contrario, podemos igualar ambos subindices t — i =t 4+ u — j, lo que implica

que cuando j = ¢ + u, ambos subindices son iguales y la esperanza es distinta de cero.
Por tanto, la expresion anterior se puede escribir también de la siguiente forma:

(10.65)

Tema 10. Procesos estocasticos estacionarios



10.4. Procesos AR y MA 20

Yo = E (z21—0) Z 0,0,1.E (1)) . (10.66)
Para v = 0 tenemos que la varianza del proceso es

ol=q=0(1+6;+..+62). (10.67)

Parau = 1,2, ..., ¢ obtenemos las autocovarianzas del proceso distintas de cero

q
Y = 02 Z 0:0; 1, parau = 1,2, .., q. (10.68)

=0

Para u > ¢, los subindices no coinciden en ningin momento y, por tanto

Yu =0 parau > gq. (10.69)

La funciones de autocorrelacién son

_ Z 9 97+u — Z 0 9z+u —
S S oz parau=1,2. (10.70)

pu = 0 parau > g,
de manera que la funcién de autocorrelacion total determina el orden del proceso. Un
proceso M A (q) presenta los g primeros desfases distintos de cero y el resto nulos. La
Figura 10.3 muestra los correlogramas de un proceso M A (2) .

En buena medida la importancia de los procesos MA reside en el denominado Teorema
de Descomposicion de Wold que establece que todo proceso estacionario débil (ya sea
lineal o no) puede ser aproximado tanto como deseemos (en términos de precisién) por
un proceso MA, con un orden ¢ largo, mds una parte determinista (por ejemplo, una
constante o una fucién trigonométrica con dependencia temporal)

2t — (St -+ ijat_j

j=0

donde la parte determinista esta en el primer sumando, mientras que el segundo es
una suma ponderada de ruido blanco formado por combinaciones lineales de z, s < t.
Este tltimo sumando contiene o representa una suma ponderada de errores de prediccion
generados al intentar predecir z; a partir de combinaciones lineales de z;.

Los pardmetros de los procesos M A no se pueden estimar por MCO puesto que la suma
cuadrética de las discrepancias no son una funcién lineal de los pardmetros a estimar
y se suelen utilizar procedimientos como el de méxima verosimilitud condicional o
exacta. Afortunadamente los programas especializados incorporan estos algoritmos y
calculan los pardmetros de los modelos M A de forma rutinaria.
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Figura 10.3: Correlogramas de un M A (2)

a)81<0,02<0 b)€1>0,92>0
FAT FAT
FAP FAP
II nflnm
injs ==
C)‘91<O,92>0 d)81>0,92<0
FAT FAT
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PROCESOS ARMA

Los procesos que combinan los modelos AR y M A conjuntamente se denominan pro-
cesos ARM A. El correlograma de un proceso ARMA es bastante més complejo que
los que hemos visto hasta ahora. La parte AR se puede escribir como un M A (co) pero
con pautas de decrecimiento geométrico; la parte M A tiene pocos pardmetros pero
irrestrictos. Por consiguiente, los procesos ARM A se pueden aproximar a un modelo
M A (00) en el que los primeros desfases no tienen restricciones pero, a partir de un
determinado desfase, decrecen de forma geométrica.

Precisamente el mencionado Teorema de Descomposicion de Wold prevé la existencia
de un polinomio infinito

> e = V(B)a
=0

que podria ser obtenido por el cociente de dos polinomios de retardos finitos (digamos,

p,q). Es decir

2z =V (B)a; = %((BB))%, y AR(B)z = M A(B)ay,

que observamos combinan polinomios de retardos p, g.

Proceso ARMA (1,1)

El proceso mas sencillo es el proceso ARMA(1,1),

2 = G121 + e — Ohei, (10.71)

donde las variables estan en diferencias a las medias y ¢, es ruido blanco. Utilizando el
operador de retardos B tenemos

(1—¢B)z = (1—6,B)e, (10.72)

Para que el proceso sea invertible se debe cumplir que |#;| < 1, y para que sea estaciona-
rio que |¢;| < 1. En tal caso podemos expresar un ARMA(1,1) tanto como un AR, como
un MA, ambos de orden infinito y serdn ttiles para caracterizar los correlogramas de
este tipo de procesos.

En primer lugar vamos a invertir? la parte AR
=01-¢B) ' (1-6B)e=(1+¢:B+¢B>+..) (1 -0,B)e

2 = (€t + rei-1 + Pler—o + ) — (9151571 + ¢10162 + ¢1bie-5 + )
m=c+ (01— 01) 1+ ¢ (o1 — 1) era + ¢ (b1 — 01) er—s + ...

*Es aconsejable que el lector que experimente alguna dificultad técnica en la inversion revise el
Apéndice de este tema.
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Figura 10.4: Correlogramas de un ARM A (1,1)

qbl >O,91 <0
FAT FAP

12 3 4 s s 7 8 9 1 12 3 &4 s & 7 8 9 1

12 3 4 s & 7 8 5 1 12 3 4 s & 7 8 5 1

¢1 <O,91 >0
FAT FAP

$1>0,0,>0,¢91 <0,
FAT FAP

ssssssssssssssssssssss

¢1>0,00>0,¢1 > 6
FAT FAP

ssssssssssssssssssssss
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Esta representacion en términos de un MA (oo) es consecuencia de la inversion de la
parte AR (1), y nos facilita observar que los pardmetros decrecen de forma geométrica
en potencias sucesivas de ¢;. Asi pues la parte AR(1) del ARMA(1,1) facilitard una FAT
de similar trayectoria a un AR(1).

En segundo lugar, el proceso ARMA (1, 1) también se puede escribir como una AR (o)
puesto que la parte del proceso MA es invertible

ee=1—-¢B)(1-0B) " 2= (1+6B+6B>+..) (1 - ¢:B)z
que tras operar y despejar, podemos expresar del siguiente modo

ze= (1 — 1) 21+ 01 (b1 — 01) 22 + 07 (01 — 1) 203+ ... + &4

Esta ultima expresion nos permite ver que el efecto directo de z,_, sobre z; decrece
geométricamente en potencias de 6;, es decir, ;. Es de esperar por lo tanto que la FAP
presente un decrecimiento geométrico como consecuencia de la influencia de la parte
MA en el proceso ARMA (1,1).

A modo de resumen, podemos decir que la FAP y FAT de este tipo de procesos tendran
una descripcion estructural muy parecida: El primer valor depende de la diferencia
paramétrica (¢; — 6,); los siguientes valores de la FAP y FAT irdn decreciendo a una tasa
determinada por 6, y ¢, respectivamente. La Figura 10.4 contempla distintos escenarios
en funcién del valor y signos de dichos pardmetros.

A los efectos de determinar el valor preciso de los coeficientes relevantes, procedemos
inicialmente elevando al cuadrado la expresion (10.71), aplicando ahora esperanzas,
obtenemos la varianza del proceso

Ug =K (Zg) =K (¢1Zt71 +é& — 91&71)2 = ¢%U§ - 2¢19103 + 9%03 + 03;
2 2(1—2¢191+9%) (1073)
UZ = '}/0 = UET.

Multiplicando también (10.71) por z,_,, y aplicando esperanzas obtenemos las funciones
de autocovarianza del proceso

Yu = O1%u-1 + E(e12t-0) — HE (g-120-0) - (10.74)

Esta expresion nos facilita comprobar que para u = 1 se tiene que

Y1 = g1y — bho?. (10.75)
Asi pues podemos obtener el primer coeficiente de autocorrelacién

(1 —01) (1 — ¢161)
(1 —2¢101 + 67)

il 1 1 - Qﬁ 2
= — = — — 9 —
P1 o 03 (1 2010, + 9%) (¢1’Yo 105)

donde la dltima igualdad se obtiene tras sustituir y simplicar.
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De modo similar, para u > 1 la funcién de autocovarianza es

Yu = ¢17u—1» (1076)

que podemos calcular recursivamente. Por tanto,

Pu = ¢1pu—1

y la FAT decrecera también de forma geométrica como consecuencia de la influencia
de la parte AR (1) del proceso ARMA(1,1).

En todo caso los correlogramas reales de los procesos ARM A (1,1) pueden diferir de
los tedricos representados en la Figura 10.4. Cuanto mayor sea el peso de la parte AR
respecto de la parte M A, el correlograma del proceso ARM A serd mds parecido al
correlograma teérico de un modelo AR. Por el contrario, si la parte M A pesa mads, su
correlograma se acercard al teérico de un modelo M A.

Por ltimo, la expresién de p; nos permite considerar el caso particular de 6, = ¢;, ya
que en tal situacién p; = 0, y por tanto también serdn nulos los siguientes retardos,
es decir, p, = 0,u = 1,2, 3, ..., que es justamente el correlograma del ruido blanco. El
motivo por el que sucede esto es porque el polinomio de la parte MA y el de la parte
AR comparten, en ese caso, una raiz comun, por lo que podriamos reducir la expresion
(1 —¢1B) 2z = (1 — 6, B) ¢, simplemente multiplicando ambos miembros por el factor
(1-¢B)"" = (1-6,B)"", lo que significaria que z = &, 0 lo que es lo mismo que el
proceso seria ruido blanco.

Proceso ARMA (p, q)

Un proceso ARM A (p, ¢) combina los procesos AR (p) y M A (q), y analiticamente tiene
la forma siguiente:

Zr = ¢1Zt_1 + ¢2Zt_2 + ...+ gbpzt_p — 91515_1 — 925,5_2 — . qut—q + &¢. (1077)

Utilizando el operador de retardos B podemos escribir el proceso como sigue

(1—¢1B—¢oB*— ... —¢,B") 2y = (1 — 1B — 0,B° — ... — 6,B%) ,, (10.78)

0, en notacién compacta’
AR (B)z = MA(B)«,. (10.79)
El proceso serd invertible si las raices de M A(B) = 0 estan fuera del circulo unidad y

estacionario si ocurre lo mismo con las raices de los retardos autorregresivos AR (B) = 0.
Ademads hemos de suponer que no hay raices comunes entre ambas partes. Al igual que

°Es evidente que las expresiones AR(B) o0 MA(B) son referentes a los polinomios en B relativos a cada
una de las partes AR y MA. En el tratamiento que a estos efectos damos en el Apéndice Técnico a este
tema, dichos polinomios se denotan de forma diferente.
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con el modelo ARMA(1,1), podemos expresar cualquier modelo ARMA(p,q) como un
MA de orden infinito y como un AR de orden infinito.

De igual modo a como hemos procedido con los modelos anteriores, podemos obtener
las autocovarianzas simplemente multiplicando por z_,,

(1—¢1B — ¢2B* — ... — $,B") 221 = (1 — 1B — 6.8 — ... — 0,B9) &2,
y tomando a continuacién esperanzas

Yu—P1Vu1—P2Vu—2— = PpYu—p = E (e121—0) —O1E (€120—u—1) =02 (€120 —y—2)—...—O,E (€120—u—g) -

Considerando que para u > ¢ la parte de la derecha se anula, tendremos, tras dividir
entre 7 :

Pu — P1Vu—-1 — P2Yu—2 — - — PpYu—p = 0.

La forma tipica de la FAT de un modelo ARM A (p, q) es geométricamente decreciente, y
esto es asi debido a la parte AR del proceso; sin embargo este decrecimiento puede estar
atenuado por el componente M A. Lo mismo puede decirse de la FAP pero a la inversa.
En consecuencia puede resultar complejo identificar el orden del proceso ARM A (p, q)
en la practica

10.5 Procesos ARIMA y SARIMA

Hemos visto anteriormente que un proceso es integrado de orden d, I (d) si obtenemos
un proceso estacionario al aplicar d diferencias sucesivas.

Supongamos que denominamos W, a la serie original I (1) y Z; a la serie estacionaria
consecuencia de aplicar una diferencia. En estas condiciones podemos escribir

Wt - Wt—l + Zt, (1080)

que es un proceso autorregresivo de pardmetro unitario y cuya primera diferencia es
estacionaria. Utilizando el operador de retardos B tenemos que

th - AWt - (1 - B) Wt - Wt - Wt—l - Zt- (1081)

Los modelos ARIM A incorporan esta posibilidad, es decir, permiten incorporar un
proceso autorregresivo de pardmetro unitario previo a la aplicaciéon de los procesos
ARMA.

Un proceso ARIMA (p,d, q) es un proceso integrado de orden d [/ (d)] que combina
ademads una parte autorregresiva de orden p [AR (p)] y una parte de medias méviles de
orden ¢ [M A (q)].

Asien el proceso ARIMA (1,1,1), el primer digito indica el orden del componente AR,
el segundo el grado de integracion y el tercero el orden del componente M A. Utilizando
el operador de retardos, un ARIMA(1,1,1) puede escribirse como
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(1-¢:B)(1—B)W, =c+ (1—6,B)e,. (10.82)

Anélogamente un proceso es integrado de orden dos, I (2), si aplicando dos diferencias
sucesivas obtenemos un proceso estacionario,

W, = A°W, = (1— B’ W, = Z, (10.83)

desarrollando el paréntesis al cuadrado obtenemos

(1—B)?*W, = (1+ B> =2B) W, = W, + Wy, — 2W,_ = Z,.

En general, un modelo ARIM A (p,d, q) se escribe como

(1—¢1B—¢oB*— ... —¢,B") (1= B)'W, =c+ (1 — 6B — 0,B> — ... — 0,B) ;.
(10.84)

Cuando las observaciones de una serie tienen una periodicidad inferior al afio, el
componente estacional s puede ser muy importante®. En general, los procesos ARIM A
se pueden generalizar a los procesos SARIMA (o simplemente modelos ARIMA
estacionales) sin més que sustituir los desfases regulares i = 1,2, 3, ... por los estacionales
s = s,2s,3s,... Ademds los modelos estacionales presentan los mismos correlogramas
que los modelos ARI M A no estacionales pero considerando solo los retardos o desfases
estacionales.

Asi un modelo SAR (1) o un modelo AR (1) estacional tiene la forma z;, = ®12,_; + ;.
Un SAR(2)se escribe como z; = ®12; + oz o5 + & Por lo tanto estos modelos
tendran los mismos momentos y correlogramas que los AR (1) y AR (2) regulares,
pero considerando solo los retardos estacionales. Los procesos SAR presentan una
FAT que decrece rapidamente en los retardos estacionales de forma exponencial o
sinusoidal indicando la naturaleza del proceso. La FAP indica el orden del proceso SAR:
un SAR (1) tiene un solo valor distinto de cero en el primer retardo estacional s. Un
SAR (2) tiene solo dos valores distintos de cero, s y 2s, el resto serdn nulos.

Lo mismo podemos decir del modelo SAM A (1) o un modelo M A (1) estacional, que
tiene la forma z; = ©16;_s + ;. Un SM A (2) se escribe como z; = ©164_5 + Ogey_o5 + &
Tienen también los mismos momentos y correlogramas que los M A (1) y M A (2) pero
considerando solo los retardos estacionales. Los procesos SM A presentan una FAP que
decrece rdpidamente en los retardos estacionales de forma exponencial o sinusoidal
indicando la naturaleza del proceso. La FAT indica el orden del proceso SM A: un
SMA(1) tiene un solo valor distinto de cero en el primer retardo estacional s. Un
SM A (2) tiene solo dos valores distintos de cero s y 2s, el resto serdn nulos. Los procesos
SARM A presentan también la misma forma funcional y los mismos correlogramas que
los procesos ARM A pero considerando solo los desfases estacionales.

6Su valor es s = 2 cuando la serie es semestral; s = 4 si es trimestral; s = 12 si es mensual; s = 52 si
es semanal; y s = 365 si la serie tiene observaciones diarias.
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El modelo SARIMA (P, D, (@) es un proceso integrado de orden D estacional que se
combina con un proceso SAR (P) y un proceso SMA (Q).

Un modelo SARIM A (1,1, 1) analiticamente es

DWt = AsWt = (1 — BS) Wt = Zt =c-+ ®Zt—s — @€t_8 + &;. (1085)

Los modelos ARIM A regulares y los modelos SARIM A estacionales se pueden com-
binar en modelos generales del tipo SARIM A (p,d, q) (P, D, Q)s; donde el componente
dy D indica el orden de integracién regular y estacional / (d, D), incluyendo también
el componente autorregresivo regular AR (p) y estacional SAR (P) y el componente
medias méviles regular M A (q) y estacional SMA (Q).

Por ejemplo, un modelo SARIMA(1,1,1) (1,1, 1), analiticamente es

(1 — B) (1 — BS) Wt = Zt =c+ gbth—l + (I>1Zt_5 — 018t_1 — @15,5_5 + &4, (1086)

que presentard el correlograma tipico de un proceso ARM A (1,1) en el orden regular y
un correlograma similar en el orden estacional SARM A (1,1),.

El modelo anterior presenta una variable W, integrada de orden uno regular y estacional
I (1,1), es decir que realizando una diferencia regular y una estacional obtenemos una
serie estacionaria Z;; esto lo podemos escribir como

AAW, = dDW, = (1 — B) (1 — B) W, = Z; (10.87)

desarrollando el paréntesis tenemos que

(1—B)(1=B)W,=(1—B*— B+ B*Y) W,

10.88
=W, W —Wia +Wi_s1 = Z,. ( )

10.6 El espectro y su estimacién

El andlisis de series temporales puede llevarse a cabo indistintamente en el dominio del
tiempo utilizando los modelos ARIMA que vimos en un tema anterior, o en el dominio de
las frecuencias en cuyo caso emplearemos el andlisis espectral. El andlisis en el dominio
de las frecuencias centra su atencién en el estudio de los movimientos ciclicos de una
serie temporal. Como en el caso de los modelos ARIMA, trataremos de explicar estos
movimientos con la informacién exclusiva de la propia serie en el pasado, es decir
sin relacionarla con otra u otras variables, siendo asimismo la prediccién uno de los
objetivos de esta aproximacion.

Consideremos una serie de tiempo estacionaria y; cuyo movimiento estd causado por
distintas oscilaciones o variaciones en distintas frecuencias, 1. ..., j. Un modelo natural
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para explicar su variacion seria:

k
Yy = Z Z; cos(w;t + pj) + € (10.89)

J=1

donde t es el tiempo, w es la frecuencia, Z la amplitud, p la fase y e, es una perturbacién
aleatoria con las caracteristicas que hemos venido considerando habituales en los temas
anteriores. Diferentes oscilaciones implican que hay diversas frecuencias relevantes a la
hora de explicar el movimiento de y;.

Si Z; y p; son constantes, el movimiento no seria estacionario puesto que E(y;) depen-
deria del tiempo, lo que impedirfa la aplicacién de este método, pero este problema
puede evitarse suponiendo que alguno de esos elementos son variables aleatorias con
las caracteristicas apropiadas.

Por otra parte, dadas las propiedades de las relaciones trigonométricas, la expresion
anterior puede ser escrita de forma equivalente como:

k
Yy = Z (a; cosw;t + bjsenw;t) + e (10.90)
j=1

Puesto que debemos contemplar todas las frecuencias, no tiene sentido restringir el su-
matorio anterior entre los limites 1 y k. Si en la expresion (2) hacemos tender k a infinito,
puede demostrarse que cualquier proceso estacionario discreto puede representarse
por:

s ™

Yy = /coswtdu(w) —|—/senwtdv(w) (10.91)

0 0

La expresion anterior es la representacion espectral del proceso y; siendo u(w) y v(w)
sendos procesos estocasticos estacionarios, incorrelados y con incrementos ortogonales.
Aunque el limite superior en las integrales anteriores deberia ser oo, en el caso de
procesos discretos medidos a intervalos unitarios de tiempo como los que solemos
manejar en economia, no hay pérdida de generalidad en sustituirlo por 7.

De acuerdo con (10.91) cada frecuencia comprendida en el rango (0, 7) puede contribuir
a explicar la variacién del proceso. Sin embargo, las integrales anteriores son matema-
ticamente complejas y dificiles de manejar, lo que unido al escaso interés practico de
los procesos u y v,resta atractivo a esta expresion. En su lugar se emplea el resultado
de un teorema segun el cual para todo proceso estocéstico estacionario con funcién de
autocovarianza v, existe una funcién monoétona creciente, F'(w) tal que®:

™

e = /coswde(w) (10.92)

0

7 Ver Chatfield (1996), p. 94.
8 Teorema de Wiener-Khintchine.
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La expresion anterior es la representacion espectral de la funcién de autocovarianza que
ya conocemos de los temas anteriores. La funcién F'(w) es la funcién de distribucion es-
pectral y representa la contribucién a la varianza de todas las frecuencias comprendidas
en (0, 7), es decir tiene la interpretacion de una tipica funcién de distribucién estadistica.
Puesto que no hay variacién para frecuencias negativas:

F(w) =0 para w< 0
Y dado que la maxima frecuencia es 7, se deduce que:
F(w) = var(y;), paraw = T,

resultado este tltimo que también puede derivarse directamente de (10.92):

™ K

Yo = /cos wkdF(w) = /dF(w) = F()

0 0

A veces, en lugar de F(w), se emplea la funcién de distribucién espectral normalizada,
que viene dada por:

F
F*(w) = (2") (10.93)
Uy
La derivada de la funcién de distribucion espectral’, es decir:
dF (w)
= —— 10.94
flw) = =2 (1094)

es la funcién de densidad espectral o simplemente el espectro. Su interpretacion es la
propia de una funcién de densidad: f(w) representa la contribucién a la varianza de y;,
de las frecuencias comprendidas en el rango (w, w+dw).

Combinando (10.93) y (10.94) se deduce que

™

Vi = /Coswk:f(w)d(w) (10.95)
0

La expresion anterior expresa la relacion entre la funcién de autocovarianza y la funcién
de densidad espectral. Puede demostrarse que la relacion inversa viene dada por'®:

f(w)

™

Yo + 2 Z Vi COS wk] (10.96)

k=1

Ambas, es decir (10.95) y (10.96) ponen de relieve el hecho ya mencionado de que el
espectro y la funcién de autocovarianza son formas equivalentes de analizar una serie
temporal estacionaria.

% En los términos en los que esté definida F'(w) y para todos los casos relevantes desde el punto de
vista préctico, F'(w) es diferenciable.

10 Utilizando el teorema de Moivre el espectro puede escribirse también como f(w) = = Y e 1w,
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Igual que sucedia con la funcién de distribucion espectral, en ocasiones la funcién de
densidad espectral se emplea también en términos normalizados:

fo(w) ==

1+2) " pycos wk] (10.97)

k=1

Para terminar conviene sefialar que en la literatura pueden encontrarse otras definicio-
nes diferentes del espectro. La mayoria de ellas difieren de (10.96) por una constante
multiplicativa y/o por el rango de definicién de w. Por ejemplo, es muy frecuente
encontrar:

fw) =5

Yo + 2 Z’yk oS wk]

k=1

No obstante a lo largo de este tema y mientras no se diga lo contrario, nos basaremos en
la ecuacioén (10.96).

En la practica, como sucedia en el caso de los modelos ARIMA, hemos de estimar el
proceso generador de datos a partir de una muestra concreta. Un instrumento natural
para estimar el espectro poblacional es el peridograma muestral, I(w). Puede demostrar-
se que el periodograma estd directamente relacionado con la funcién (muestral) de
autocovarianza. Para una serie de tamario 7"

T—1
I(w;) = % <c0 +2) o coswik:> (10.98)

k=1

Si disponemos de una muestra de 7" observaciones para la serie y;, es posible ajustar una
funcién que pase por todos sus puntos. Describiremos el proceso para el supuesto de
que el nimero de observaciones T es par, aunque puede emplearse un procedimiento
similar para el caso de que dispongamos de un nimero impar de observaciones.

Comenzamos definiendo el siguiente conjunto de frecuencias w;, denominadas frecuen-
cias de Fourier'!: ,
21y
w; = T
Por tanto, la frecuencia més alta que consideramos es w = 7, también denominada
frecuencia de Nyquist y corresponde a un periodo'? de dos unidades de tiempo (el
periodo minimo en el andlisis de ciclos).

j=1,..,T/2 (10.99)

El siguiente paso consiste en definir el par de términos trigonométricos cos(w;t) y
sen(w;t) para cada una de estas frecuencias, siendo ¢ el tiempo, es decirt =1,2, ..., T.
Entonces puede demostrarse que:
T/2
Y = Qo+ Z (o cosw;t + §; sinw;t) (10.100)
j=1

U1Si T es impar la diferencia consiste en que j varfa entre 1y (7-1)/2. En este caso no se anula la serie
de seno correspondiente a dltimo arménico.
12 Bl periodo es el inverso de la frecuencia.
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donde o es la media de y,. La ecuacién anterior puede interpretarse como una ecua-
cién de regresion multiple en la que los términos cos(w;t) y sen(w,t) juegan el papel
de variables explicativas. La parte derecha de la ecuacion explica completamente la
variacion de la serie y;, razén por la cual (10.100) no incluye término de error. No obs-
tante, lo habitual es considerar, no el conjunto completo de las frecuencias de Fourier,
sino un subconjunto mas reducido, en cuyo caso se afiadiria un término de error que
supondremos tiene las caracteristicas habituales.

Para la altima frecuencia, la variable sen(w;t) es nula para todos los valores de ¢, dado
que sen(m) = 0 y siendo ¢ entero, también lo serd sen(r-t). Teniendo en cuenta el resto de
los términos y la constante, o, resulta que disponemos de 7" variables para explicar el
movimiento de y;, cuyo tamario es asimismo T. No tiene pues ningtin mérito que con
tantas variables podamos explicar toda la variacion.

Si escribimos el estimador MCO de la ecuacién de regresion (16), en lenguaje matricial,

tenemos: .

= (X'X)"'X'Y = 0 172 ! XY (10.101)

Es decir que X’X es una matriz diagonal, lo que significa que los elementos cos(w,t) y
sen(w,t) son independientes unos de otros. Por lo tanto podemos eliminar cualquier
conjunto de variables de la expresion (10.100) sin que ello afecte al resto de los coefi-
cientes de las variables que permanecen. Es decir, podemos estimar de forma aislada el
subconjunto de coeficientes que nos interesen.

Es relativamente facil comprobar (ver ejercicios) que:

T
2
G = TZ yi cos(w;t) (10.102)
5 9 L
0; = TZ yisen(w;t) (10.103)
=1

Por otra parte, la varianza de la serie y, puede descomponerse en:

T 1 T/2 .
TN =0 =52 @+ (10.104)
=1 j=1

Este resultado es el conocido teorema de Parseval y permite afirmar que la contribucién
a la explicacién de la varianza total de y; del ciclo correspondiente a la frecuencia w;,

viene dada por (a2 + 62).

La representacion grafica de las frecuencias (en abscisas) junto con su correspondiente
contribucién a la varianza (en ordenadas) recibe el nombre de periodograma. En es-
te gréfico la contribucién a la varianza suele expresarse en términos proporcionales.
La existencia de picos en el periodograma, es decir valores de /(w;) mayores que los
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adyacentes [(w;_1) e I(w;4+1), se interpreta como evidencia de que los ciclos en esa
periodicidad son relevantes a la hora de explicar la variacion de la serie que estamos
analizando. De manera que mediante este instrumento podemos encontrar los com-
ponentes ciclicos de una serie de tiempo estacionaria. Basta para ello observar en el
periodograma, cudles son las frecuencias que mas contribuyen a explicar la variaciéon
de nuestra serie.

Las propiedades estadisticas de los coeficientes de Fourier pueden derivarse de la teoria
estandar de minimos cuadrados. Los elementos de 3 se distribuyen de forma normal
(dado el supuesto de normalidad de ¢;) con media nula (se deduce de (10.102) y (10.103),
dado que todos los elementos de esos sumatorios tienen media nula) y varianza dada
13
por
var(B) = o*(X'X) ™! (10.105)

El hecho de emplear el conjunto de frecuencias de Fourier es conveniente pero arbitrario.
En efecto, en este modelo atribuimos toda la variacién muestral de la serie a alguna
de las T'/2 frecuencias de Fourier. Si parte de la variacién fuese debida a ciclos con
frecuencias distintas de las consideradas en (10.99), dicha variacién es automéaticamente
atribuida a alguna de esas 7'/2 frecuencias.

queda claro que el periodograma debe ser modificado si queremos disponer de un
estimador consistente del espectro poblacional. Una posibilidad es suavizar el periodo-
grama.

Podemos obtener una mejor aproximacién al espectro mediante un suavizado que
consistiese en promediar cada valor de /(w,) con las frecuencias adyacentes. Por ejemplo,
podriamos emplear:

m*

- 1
flwy) = — _Z I(w; ) (10.106)
con m =2 m * + 1. Siguiendo un razonamiento similar al empleado anteriormente,
encontramos que':
2
~ o g 2
Siendo la varianza de este estimador:

var [f(wj)} = o

y aunque es también constante, una forma de conseguir que disminuya con 7" es hacer
que m dependa del tamafio muestral. Si m = AT, (obviamente A < 1), entonces:

var [f(wj)} = '

o
A2 \T

13 La matriz inversa, es decir (X’X) ! sera también una matriz diagonal. Ademds, todos sus elementos
excepto el primero, correspondiente a la constante y el dltimo, correspondiente a la frecuencia j = 7/2,
tienen el mismo valor, 2/7, de manera que la varianza de todos estos coeficientes serd también la misma,
en cada ecuacién de regresion concreta. Para la constante y el coeficiente correspondiente a cos(rt)
suponiendo que este tltimo estuviera incluido, el valor de la varianza serd exactamente la mitad que la
del resto de los coeficientes, es decir 1/7.

4 La suma de m variables aleatorias independientes distribuidas como una x?(2), es una x? con 2m

gl

0_4

(10.107)

(10.108)
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que tiende a cero a medida que 7 crece, es decir, proporcionando un estimador consis-
tente. Aunque nos hemos basado en el proceso de ruido blanco para describir la idea,
ésta puede generalizarse inmediatamente.

En el proceso de suavizado descrito por la expresion (10.106) solo se tiene en cuenta
un subconjunto de valores del periodograma. Este grupo define lo que se conoce como
ventana. La anchura de la ventana o rango'®, es precisamente el nimero de valores
considerados, m.

La ponderacién implicita en (10.106) otorga la misma importancia a cada uno de los
m valores contemplados, pero es natural considerar otros sistemas en los que el peso
disminuya con la distancia, es decir donde se otorgue mds importancia a los valores de
I préximos a la frecuencia de interés. En general:

flw;) = i hil (w;—;) (10.109)

T=—mm*

donde la suma de los pesos h; es la unidad y m =2m * +1. La primera y tltima frecuen-
cias, solo tienen elementos adyacentes por uno de los lados, por lo que supondremos
que el periodograma es totalmente simétrico en esos puntos, asignando a los valores
adyacentes exactamente el doble del peso considerado en el resto de los casos.

En consecuencia hay que tomar dos decisiones: elegir el valor de m y ademas, el sistema
de ponderaciones. En cuanto a este tltimo, en lugar de elegirse lo que se denomina una
ventana rectangular (que otorga la misma ponderacion a todos los valores considerados),
se opta por una triangular (la ponderacién disminuye con la distancia). Respecto al
valor de m no hay muchos consejos practicos en la literatura, aunque algunos autores
recomiendan probar con diversos valores en el entorno de 7'/40.

Esta eleccién se ve comprometida por el hecho de que procedimientos como los descritos
pueden proporcionar estimadores consistentes, pero al precio de introducir sesgo. En
efecto, se deduce el sesgo de (10.106):

Elf(w)] ~m™ Z f(w;) (10.110)

que solo coincidird con f(w) si el espectro es lineal en el intervalo considerado, algo
que solo garantiza el proceso de ruido blanco'®. En general, cuanto mayor sea el va-
lor de m, menor serd la varianza del estimador, pero mayor el sesgo introducido (y
viceversa).

Un sistema de ponderaciones utilizable en este contexto consiste en elegir los pesos de

acuerdo con:
o (mx+1—|i
h, = _— 10.111
' Z((m*m?) HOLLD

T=—"*

1> También se emplea el concepto de ancho de banda (bandwidth) que es la anchura expresada en
radianes.

16 No obstante, el sesgo puede carecer de importancia en la medida en que f(w) sea una funcién
razonablemente suavizada y m pequefio en relacién a 7.
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Por ejemplo, para el supuesto mds simple, m* =1 (h =3), i toma los valores-1,0y 1y
los pesos son:

1411 1

1+1-0 1 1+1-1 1
h/l— == = =

FTE R UL e et T AL e e

Es decir, para cada w;, f(w;) = 0,25I(w;_1) + 0,51 (w;) 4 0,251 (w; ). Para la primera
frecuencia no existe w;_; de manera que f(wy) = 0,51 (w;) + 0,5/ (w;+1). Andlogamente,
para la daltima f(w,) = 0,5I(w;_1) + 0,51 (w;).

La alternativa a la suavizacién del periodograma consiste en ponderar la funcién de
autocovarianza. Tomando la expresion (10.98) como punto de partida y teniendo en
cuenta que la precisién de las ¢, disminuye a medida que k aumenta, es razonable tener
en cuenta este hecho al elegir el procedimiento de ponderacién. Podemos considerar
entonces un estimador como:

M

1

I(w) = — <h0c0-+ 2j£:fupkcosugk) (10.112)
k=1

donde el punto de truncamiento M < T y h;, es un conjunto de ponderaciones que
se conoce con el nombre de lagwindow. El primero determina hasta qué valor de &
vamos a considerar las autocovarianzas (las autocovarianzas para k > M simplemente
no se tienen en cuenta), y el segundo el peso que se otorga a las cada una de las
M autocovarianzas consideradas. De manera que también aqui hay que tomar dos
decisiones y también hay un trade off entre el tamafio de M y el valor del sesgo y la
varianza.

Dos de los sistemas de ponderaciéon més utilizados son la ventana de Tukey

1 k
hk = 5 (1 +COS M) s k = O, 17 ceey M (10113)
y la ventana de Parzen:

he=1-6(£)+6(&)°, 0<k<M/2

2(1 — k/M)3, M/2<k<M (10114)

En cuanto al punto de truncamiento no hay tampoco muchas recomendaciones sugi-
riéndose 2v/T como valor aproximado.
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Este tema estd elaborado como una adaptacion del capitulo 4 de:
Enders, W. Applied Econometric Time Series. 4 ed. Wiley, y del capitulo 3-8 de:
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Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Modelos con tendencias.

e Raices Unitarias.

Eliminacién de tendencias.

Contrastes de raices unitarias.

Cambio estructural.

Tendencias y Descomposicion Univariante

11.1 Modelos con tendencias

Cuando planteamos un modelo de regresion multiple con datos en forma de serie tem-
poral estamos imponiendo criterios que de alguna manera se acomoden en su conjunto a
cierto tipo de estacionariedad: los parametros deben ser estables en el tiempo, la varian-
za de los errores ha de ser constante, los errores deben estar no autocorrelacionados,...,
por mencionar los més relevantes.

Muchas series macroeconémicas son no estacionarias y por tanto estos supuestos de es-
tabilidad no siempre se satisfacen. Incluso algunas series siguen siendo no estacionarias
después de eliminar una tendencia determinista temporal.

Cuando las variables utilizadas en el andlisis de regresion son no estacionarias, sucede
entonces que no podemos recurrir al Teorema Central del Limite y por tanto los resulta-
dos asintéticos que entonces derivabamos se encuentran seriamente comprometidos.
En estas condiciones (incumplimiento de los supuestos cldsicos), el utilizar en el andlisis
de regresion con series temporales no estacionarias puede llegar a ser critico y las
conclusiones de sus resultados lo méas probable es que sean necesariamente erréneas.
Es mas, los estadisticos habituales tipo ¢ y Durbin Watson, asi como medidas como el
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Figura 11.1: Tendencia del PIB
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R-cuadrado, dejan de tener las caracteristicas y el comportamiento esperado cuando
trabajamos con datos no estacionarios. Hacer regresiones con este tipo de datos puede
tacilmente conducirnos a regresiones que «informan» de una relacién cuando realmente
tal supuesta relacion es inexistente.

La Figura 11.1 representa el PIB de Espafia desde 1980 hasta principios de 2020, en escala
logaritmica. Se aprecia que la media no es constante (el proceso no es estacionario) y que
la serie tiene un movimiento persistente creciente a lo largo del tiempo. Esa persistencia
podria estar recogida en la linea recta que aparece representada en trazo discontinuo,
mientras el (log) PIB, flucttia en torno a la misma. Dicho movimiento persistente de la
variable a largo plazo es a lo que nos referimos por tendencia.

La persistencia posiblemente se deba a que las tasas de crecimiento de algunas variables
econdémico-empresariales (0 sociales) provienen de un proceso con ciertas caracteristicas
que son intrinsecamente estables. Dichas caracteristicas estan reflejadas en el tipo de
tendencia. Por ejemplo, la serie del PIB en niveles podria decirse que es compatible con
un crecimiento a una tasa constante manteniendo algunas desviaciones a lo largo de
su historia. Por este motivo el logaritmo de la misma crece linealmente. El modelo de
crecimiento exponencial Y; = ePot en el que la variable Y; es en este caso el PIB crece a una
tasa d(Y;)/dt = (yY;, determinada por la constante ;. De hecho, tomando logaritmos se
tiene In(Y;) = Bot, que permite verificar el crecimiento lineal de la serie en logaritmos.
Por este motivo es muy conveniente trabajar con la serie en escala logaritmica.

En el caso del PIB espafiol la tendencia podria modelizarse mediante una funcién no
aleatoria del tiempo, esto es mediante una tendencia que se denomina «determinista».
De hecho es lo que hemos hecho en la Figura 11.1 a través de la recta dibujada en trazo
discontinuo. Si el logaritmo del PIB tuviera una tendencia determinista, indicaria que
el PIB tendria una tendencia exponencial del tipo Y; = Yye™?, como hemos visto. El
término 0,0061¢ indica que cada trimestre el PIB creceria un 0,61 %. En general se tendra
que la diferencia AInY; = ;. El comportamiento en torno a la tendencia determinista lo
incorporamos con un término error contemporaneo, es decir,

Y; = Ype®le, = InY; = Yy + Bot + Ine,. (11.1)
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En esta expresion, el logaritmo del PIB puede diferir del valor marcado por su ten-
dencia en una cantidad indeterminada recogida en el error (Ine;). Dado que el error es
estacionario, la serie del logaritmo del PIB se alejara puntualmente de su tendencia,
pero a medida que transcurra el tiempo convergerd a la linea (funcién) de tendencia
Yy + Bot. Puesto en otros términos, en los modelos de tendencia determinista, el término
error afecta a lo que estd pasando en el periodo actual, pero deja de tener efectos en los
periodos siguientes.

Veamos ahora algunos tipos de tendencias deterministas. Una tendencia determinista,
por tanto, consiste en modelizar el componente persistente mediante una funcién no
aleatoria del tiempo. También se suele denominar a estos procesos no estacionarios
como procesos estacionarios en tendencia. Estdin compuestos por una parte estocdstica que
es estacionaria y por una parte no estacionaria, que en este caso es determinista. En
general tendremos

Y; = f(t,3) + estacionario

Las formas que toma la parte no estacionaria y determinista suelen ser lineales, expo-
nenciales o cuadraticas.

Obtenemos una tendencia lineal si calculamos por MCO la siguiente expresion:

Yt = Bo +§1t, parat=1,2,..;

obtenemos una tendencia exponencial mediante

IE}\Q = Bo + Blt, parat=1,2, ..,

y una tendencia cuadrdtica calculando la siguiente expresion:

Y, = Bo + Pit + Bot?, parat =1,2, ... (11.2)

Alternativamente, podriamos considerar otro proceso de modelizacion para el mismo
PIB en el cual el crecimiento (y por tanto la tendencia) pudiera cambiar en el tiempo
de modo que el 0,61 % fuera una tendencia «en promedio», cambiando de trimestre en
trimestre. Esto es equivalente a considerar que el cambio del 0,61 % seria de naturaleza
estocdstica y se cumplirfa en media, es decir

AlnY; = By + Ing,.

A este tipo de tendencia se le denomina estocastica donde el cambio en la variable
dependiente en ocasiones estard por encima de [, y en otras por debajo, y dado que
el error tiene esperanza nula, el modelo prevé que el cambio esperado serd de un
100 x fy %. En el caso del PIB tendriamos que el modelo seria

Y; = Y, 1e%e, = InY; = InY,_1 + By + Ine;.

En este modelo de tendencia estocastica, el PIB creceria un 0,61 % (100 x 5, %) respecto
del trimestre anterior.
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Para poder comparar mejor ambos modelos de tendencia (estocastico y determinista)
sustituimos recursivamente

InY; =InY,_1 + By +Ingy =InY,_» + 26y +Ing; +1Ing,_1 = ... =

t
InY; = InYj + fot + » _Ine;. (11.3)

i=1

Esta expresion del modelo de tendencia estocdstica se puede comparar ahora facilmente
con el modelo de tendencia determinista de la expresién (11.1). El modelo (11.3) esta
formado por un componente determinista Syt y por un componente estocéstico InY; +
Si_,Ing;, que puede interpretarse como un intercepto estocastico. En ausencia de
shocks el intercepto seria InY;,. En caso contrario, cada shock representa un cambio
estocdstico de la constante. Es importante observar que dado que todos los valores de
los errores tienen asignado un coeficiente unitario, entonces el efecto sobre el intercepto
es permanente, y por tanto la esperanza condicionada del proceso es un efecto de
naturaleza permanente aunque estocéstica. Este efecto permanente contrasta con el
modelo de tendencia determinista donde el efecto era puntual y desaparecia con el paso
del tiempo.

En el caso del PIB, en un modelo de tendencia estocdstica, un shock generaré efectos
econdmicos permanentes, mientras que en el caso determinista sucedera que el shock
serd transitorio. Naturalmente esto tiene profundas implicaciones para la teoria y
politica macroeconémica ya que el disefio de una politica dependera crucialmente de
saber si los efectos perdurarédn o por el contrario se diluirdn con el paso del tiempo.

11.2 Raices Unitarias

La tendencia estocdstica no se caracteriza por presentar una media que cambia a una
tasa constante en el tiempo. Podemos definir la tendencia estocéstica a partir de una
funcién aleatoria (estocastica) del tiempo: la media no se mantiene constante y, en
contraste con la tendencia determinista, su cambio es impredecible.

La tendencia estocdstica considera que el componente tendencial de las series econo-
micas es aleatorio y por tanto la variacién (incremento o decremento) en la media
del proceso es de naturaleza estocastica. Recordemos que la tendencia determinista
considera sin embargo que tal variacion es constante cada periodo.

La forma técnica de introducir una tendencia con un comportamiento estocdstico como
el que describimos en lo parrafos anteriores es mediante una raiz unitaria. Un proceso
estocdstico temporal tiene una raiz unitaria cuando una de las raices del polinomio de
retardos es unitaria. El caso més sencillo es este

Xt = (letfl + Et, Q§1 = 1, gt €es 1id.

El lector podra recordar que consideramos que las series podian presentar tendencias
de este tipo en la media, y desaparecian tras tomar diferencias (procesos estacionarios en
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diferencias), tal es el caso:
(1 - B)X; = Z;, donde Z, es un proceso estacionario.

Esta representacion es indicativa de que la variacion o el cambio de X en el tiempo se
representa mediante un proceso estacionario Z. De ahi que dijéramos entonces que la
serie X era «integrada» puesto que si Z es el cambio o variacién de X, entonces X es la
«suma», a lo largo de ¢, de Z. De hecho una serie no estacionaria se considera integrada
de orden uno, I (1), si para obtener una serie estacionaria (desestacionarizar la serie) se
requiere aplicar una primera diferencia sobre la serie original. Dado que Z; es una serie
estacionaria y X, a la serie original es I (1), entonces

X, = X1 + Z.. (11.4)

Comparando esta expresion con la formulacion de la tendencia determinista, se observa
que hay una parte estacionaria, Z;, y ahora el término equivalente a la parte determinista
de la tendencia viene recogido en X;_;, que ya no es determinista.

Un caso ilustrativo es aquel donde, por ejemplo, la parte estacionaria es Z;, = 5y + v,
con v, una variable con esperanza nula, y X, tiene una tendencia estocastica en forma
de proceso I(1):

Xe=Xi1+ Bo+ v

Y, = X; + ¢4, g esiid. (11.5)

Este caso nos permite preguntarnos sobre cudl es la contribucién de la tendencia tempo-
ral estocdstica sobre la variable Y. La respuesta es que la contribucién de la tendencia es
Xi — Xy—1 = Bo + v, por lo que claramente apreciamos que ya no es una constante /3,
sino que la contribucién de la tendencia es de naturaleza estocéstica. Esto supone que
la tendencia serd una variable aleatoria y tendrd una media y una varianza, que en su
momento consideraremos.

El papel que desempenian las perturbaciones aleatorias en los modelos con tendencia
derterminista y estocéstica es claramente diferente y tiene implicaciones importantes.
Para comprobarlo consideramos nuevamente el modelo con tendencia determinista
lineal (11.11) y el modelo con tendencia estocéstica (11.5). En el caso determinista el
cambio de Y de un periodo a otro consecutivo es

Y, =Y 1=00+ it+e—Bo— Bt —1) —em1 = [+ e — €1,

es decir, la perturbacién producida en ¢ — 1 que nos alej6 de la linea o senda (5 + fit),
esto es ¢;,_1, desaparece en el perido ¢, revertiendo de este modo Y a su senda, y haciendo
que el efecto sea transitorio. Por el contrario, el cambio en Y en el modelo con tendencia
estocastica (11.5) seria

Y=Y =X, —Xia+ea—ca1=0+tuvu+e —e,

al igual que en el caso determinista, el efecto de ¢;,_; sobre Y desaparece cuando llega la
perturbacion €, es decir en el periodo ¢. Sin embargo en el periodo ¢, cuando se produce
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el efecto de v;, no desaparece el correspondiente de v,_;, y por tanto Y no revierte y no
regresa a su senda.

Retomemos ahora, para completar y contrastar, una variante no estacionaria del modelo
de la ecuacién (11.12), particular cuando p = 1. Ahora la parte estocéstica ya no es
estacionaria al presentar una raiz unitaria

Yy = fo + bt + Z;
Zt = Zt—l + &¢.

La esperanza matemadtica condicionada (la predicciéon s periodos adelante) se obtiene
haciendo p = 1 en (11.13), con lo que se tiene

E(Yis Y, Yio1,...) = Bo+pi(t+5)+ 2,
Bo+ Pi(t+s)+ Y — o — Bit
= fis+ Y.

A diferencia del modelo con tendencia determinista, ahora el valor actual de Y tiene un
efecto permanente en la prediccion futura para todos los horizontes temporales.

Esta exposiciéon ha dejado clara la relevancia de distinguir entre tendencias determi-
nistas y estocasticas. En términos graficos, en un proceso con tendencia determinista,
las desviaciones con respecto a la tendencia son puramente aleatorias y se corrigen
rapidamente. El movimiento a largo plazo de la serie esta completamente determinado
por el componente determinista, es decir, por la tendencia. Por el contrario, en el caso de
una tendencia estocdstica, el componente aleatorio es mucho mds persistente y si afecta
al movimiento a largo plazo. Para empeorar maés las cosas, es posible que un proceso
presente a la vez los dos tipos de tendencia. Mds adelante se presenta un contraste
estadistico para distinguir entre estas posibilidades.

A continuacién presentamos algunos procesos con tendencias estocésticas relevantes
y utiles. Como hemos visto en los casos contemplados anteriormente, el introducir
términos autorregresivos es una forma sencilla de representacion de tendencias estocés-
ticas.

Paseos aleatorios

Un proceso estocastico importante, y que hemos utilizado ya en este tema, es el conocido
por paseo aleatorio cuya estructura es la siguiente:

Y, =Y + e, (11.6)

donde suponemos que ¢, es ruido blanco independiente, es decir que E (¢,) = 0,
var (g;) = 02y p (&, €440) = 0 para u > 0.

Intuitivamente, un paseo aleatorio se caracteriza porque el valor de la serie «mafiana»
es el valor que toma «hoy» y se altera por una variable impredecible.
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Realizando sustituciones sucesivas, podemos obtener el modelo de paseo aleatorio
como la suma de variables puramente aleatorias,

T-1
Yi=ateaat.tatYo=Yo+) e (11.7)
i=0
y aplicando esperanzas no condicionadas tenemos que:
E i) =E (), (11.8)

por lo que la esperanza no depende del tiempo ¢ sino de las condiciones iniciales
del proceso, y bajo el supuesto usual de que el proceso comienza con el valor cero,
Yy = 0, la esperanza del proceso seria cero para todo ¢, E (Y;) = 0. Lo principal es
que el valor estd presente en el proceso, y no desaparece a lo largo de los distintos
periodos. También observamos que las innovaciones del proceso ¢, se acumulan en el
componente ./ ' ¢, ;, por lo que un shock o innovacién en ¢ tendra el esperado efecto
permanente.

La varianza no condicionada es

var (Y;) = var (g;) + var (g,_1) + ... + var (e;) + var (Yp) = ot, (11.9)

de manera que la varianza depende del tiempo ¢, aumentando a medida que transcurre,
por consiguiente, el proceso paseo aleatorio no es estacionario en varianza, lo que es
indicativo de que la incertidumbre sobre la situacién del proceso crece con t. Compro-
bamos entonces que el paseo aleatorio no es estacionario. Sin embargo, como hemos
visto, la diferenciacién del proceso nos devolveria un proceso estacionario.

Ademas el comportamiento del proceso paseo aleatorio es persistente en covarianza,
esto lo podemos comprobar calculando la prediccién para h periodos en el futuro a
partir del valor del momento actual Y},

Yieh = €tpn +erpn1 + ot e + Y5,
donde incluimos el término Y; por ser el tltimo valor conocido.

Su valor esperado condicionado es

E(Yin | V) =Y, parah > 1,

de manera que con independencia de lo lejano que sea el periodo de predicciéon h, la
mejor prediccién es su valor actual Y;.

La funcién de autocovarianza con u desfases v, del proceso paseo aleatorio es

T-1 T+u—1
coo(t,t+u) =E((Y; = o) (Yiru = Yo)) =E (D ers > &y | =02t
i=0 j=0

Tema 11. Modelos con tendencias
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por lo que la autocovarianza varia a lo largo de t.

La funcién de autocorrelacion con u retardos es, en consecuencia,

Pu

. EMWYe) ot ot ( t )”2
Vvar (Yy)/var (Yir,) /o2t\/o2(t+u) /t({t+u) t+u ’
para valores de ¢ grandes ¢/ (¢ + u) sera cercano a uno y p, decrecerd aproximadamente
de forma lineal; por consiguiente la funcién de autocorrelacién (FAT) de un proceso
paseo aleatorio decrece de forma lineal y no de forma geométrica como requieren los

procesos estacionarios (por tanto el proceso no es débilmente dependiente en covarianza,
sino persistente).

Ademas las autocovarianzas no dependen solo del desfase, como ocurre en los procesos
estacionarios, con u retardos la funcién de autocovarianza v_, es

T—u—1

T-1
Ve = E (}/t)/t—u) =K Z Et—i Z gt—j - 0-3 (t - U) y
i=0 j=0
de manera que la funcién de autocovarianza no depende solo del desfase,
Yew = 02 (t —u) # vy = 207t

La persistencia en covarianza es una cuestiéon importante desde el punto de vista
econdmico. Si el PIB es fuertemente persistente en covarianza, el PIB de los préximos
afios puede estar muy correlacionado con el PIB de no pocos afios atras. En consecuencia
debemos tener siempre en cuenta que las politicas econdémicas que causan una variacion
del PIB actual puede tener efectos durante muchos afios.

Esta persistencia es independiente de si el proceso tiene o no tendencia. De hecho es
posible tener series altamente persistentes (como el PIB, la tasa de inflacién, la tasa
de desempleo, o incluso tipos de interés de los bancos centrales) que también puedan
tener tendencia (el PIB suele tener una tendencia creciente, pero las series de inflacién
o el desempleo las tendencias no son tan evidentes). Por este motivo es interesante
introducir otro tipo de tendencia estocéstica que construimos a partir del paseo aleatorio
que hemos presentado.

En efecto, hemos visto que el proceso paseo aleatorio es estacionario en media pero
no en varianza ni en covarianza. El proceso maés sencillo de tendencia estocdstica que
no es estacionario en media ni varianza es el denominado paseo aleatorio con deriva.
Analiticamente el proceso es

Y, = Bo+ Yio1 +eu, (11.10)

cuya unica diferencia con el paseo aleatorio sin deriva, expresion (11.6), es la inclusién
del término constante.

Analiticamente la inclusiéon o no de un término constante en series estacionarias no
es importante; de hecho en los temas anteriores hemos restado a las observaciones su

Tema 11. Modelos con tendencias
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Figura 11.3:  Series libres de tendencia determinista

Logaritmo del PIB sin Tendencia Lineal Tasa de desempleo sin tendendencia cibica

Log PIB sin tendencia
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media y hemos trabajado con procesos estacionarios con media cero sin pérdida de
generalidad. Sin embargo, en los procesos no estacionarios si hay término constante,
estos son importantes analiticamente y nos proporcionan una propiedad permanente
del proceso no estacionario. Asi si el término constante es igual a la unidad 5, = 1,
decimos que el proceso presenta una deriva unitaria y el proceso marca una tendencia
lineal determinista con pendiente también unitaria. La Figura 11.2 reproduce un paseo
aleatorio, grafico a), y un paseo aleatorio con deriva unitaria, grafico b).

Figura 11.2:  Paseo aleatorio

a)Y; =Y, 1+ conYy =0 b)Y;,=1+Y, 1+ conYy,=0

124 f/\/ 1604

En el grafico a) paseo aleatorio, la serie es aproximadamente estacionaria en media pero
la varianza va aumentando con el tiempo. En el gréfico b) paseo aleatorio con deriva
unitaria, la tendencia es creciente y en consecuencia no es estacionario en media. Estas
realizaciones artificiales nos recuerdan a las series de la tasa de desempleo y la del
logaritmo del PIB. En efecto una tendencia estocdstica del tipo «paseo aleatorio» para
la tasa de desempleo y del tipo «paseo aleatorio con deriva» para el logaritmo del PIB
parecen dos formas de modelizar las tendencias, respectivamente.

11.3 Eliminacion de tendencias.

En el caso de series con tendencias deterministas, es decir cuando Y; tiene una tendencia
lineal, exponencial o cuadratica (o, en su caso, polinémica), entonces debe suceder que la
serie libre de tendencia, Y; —S/}t = Z;, es estacionaria [E (Z;) = 0, var (Z;) = 0%, pu = p—u]-
En los paneles de la Figura 11.3 se aprecian las series del PIB y de la Tasa de Paro sin las
correspondientes tendencias deterministas.

Tema 11. Modelos con tendencias
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La parte indicada con la etiqueta «estacionario» podria ser cualquier proceso estacio-
nario estudiado en los temas anteriores, por tanto podriamos indicarla, en términos
generales, como V(B)g,, siendo ¥(B) el correspondiente polinomio de retardos. De
hecho cuando queramos evitar utilizar variables no estacionarias, podremos trabajar
con las expresiones generales del tipo

(B)(Y, - f(t,8)) = O(B)e,

donde los polinomios respectivos son indicativos de la parte autorregresiva y de media
movil, respectivamente.

Un caso muy sencillo para la parte estacionaria y determinista es el de una tendencia

lineal con ruido blanco
Y, = By + Bit + &4, &4 es iid, (11.11)

y a partir del mismo podemos preguntarnos cudl es la contribucién de la tendencia tem-
poral sobre la variable Y: en este caso comprobamos que la contribucién es exactamente
la constante [;:

E(Y;) —E(Yi—1) = o+ bt — fo — ba(t — 1) = fu,
es decir cada periodo (mes, afio, trimestre,...) Y varia 3; unidades.

Otro ejemplo algo mds elaborado consiste en considerar un proceso AR(1) en la parte
estacionaria:

Y, = 60 + ﬁlt + ,0}/1&_1 + &4, ]p] <1 (1112)
por tanto ©(B) = 1. En este caso, obviamente, el proceso no estacionario Y; es «es-
tacionario en tendencia» puesto que la parte pY,_; + ¢, que denotaremos por Z,, es
estacionaria.

A partir de este modelo resulta ilustrativo observar el comportamiento de las prediccio-
nes s periodos hacia adelante:

E(Yiss [V, Yier, o) = EBo+B1(t+35) Ve, Yo, o) + E(Zigs [Ye, Yiea, )
= Bo+Bi(t+s)+E(Zis Vi, Yion, )
Bo+ b1 (t+s)+E(Zys |2, Zi 1, ...)
Bo+ Pr(t+s)+p°Z (11.13)

donde la pentltima igualdad es correcta puesto que los vectores (Y}, Y;_1,...) y (24, Zy—1, ...)
son informativamente idénticos, y la tltima igualdad se obtiene a partir de calcular la
esperanza condicionada sobre Z; s = &y + peiys_1+ ... + p* et + p* 2.

De particular interés es comprobar que entonces la prediccién s-periodos adelante, con
un horizonte suficientemente largo, converge a la tendencia lineal 5y + £ (t + s) . En
otros términos, podemos decir que los valores pasados y presentes de Y no afectan a la
prediccién. Como veremos posteriormente esto es un hecho diferencial respecto a los
procesos con tendencias estocdsticas.

Algo similar ocurre si 3y = 51 = 0. En esta situacion

]E<)/t+s |)/;37 )/15—17 ) = pSZt = ps (P}/t—l + éjt)

Tema 11. Modelos con tendencias
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Figura 11.4:  Series libres de tendencias estocasticas

Logaritmo del PIB sin Tendencia estocastica Tasa de Desempleo sin Tendencia Estocastica
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que nos permite comprobar que: (i) el efecto de los shocks o innovaciones, ¢;, tienden
a desparecer a medida que pasa el tiempo, es decir, tienen un efecto transitorio sobre
la prediccién (sobre la media condicionada); (ii) el efecto sobre la media condicionada
(prediccién) del valor inicial de Y;_; también desaparece con el paso del tiempo.

Por altimo, y desde una perspectiva més aplicada, si las variables presentasen tinica-
mente tendencia determinista lineal, la eliminacién de dicho movimiento puede llevarse
a cabo regresando dicha variable con respecto al tiempo

Y, = BU +Blt-

Los residuos de esta estimacién i, representarian entonces la serie libre de tendencia y,
como tal, podria ser incluida en el modelo de regresién. Por ejemplo, en el caso de dos
variables X e Y, la regresion se calcularia como:

"Ebyt - (50 + 61’1}/%.

Alternativamente podemos efectuar la regresion entre los valores originales, incluyendo
el tiempo como un regresor adicional. Puede demostrarse que en este caso el estimador
es el mismo, es decir

Y, =40 + 01X, + bat,

resultado que se generaliza para considerar el supuesto de que haya més variables
explicativas. Por consiguiente, cuando hay variables con tendencias deterministas
puede resultar conveniente incluir el tiempo como un regresor més en el modelo de
regresion.

Una tendencia estocéastica se elimina diferenciando la serie, como se deduce inme-
diatamente de la expresion (11.4). En la Figura 11.4 representamos las series sin las
correspondientes tendencias estocésticas. Resulta ilustrativo comparar las series libres
de tendencias en el caso de la modelizacién con tendencias estocdsticas frente a las
deterministas.

Tema 11. Modelos con tendencias
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Ciertas propiedades relevantes del proceso paseo aleatorio con deriva las podemos
considerar escribiendo el proceso como suma de variables aleatorias; realizando sustitu-
ciones sucesivas tenemos:

T-1
Yi=tho+ Yo+ Y e, (11.14)
=0
cuya esperanza es
E (Y;) = t6o + Yo, (11.15)

de manera que el valor esperado depende de ¢ por lo que no es constante en el tiempo.
Si el término constante es positivo 5, > 0 la media es creciente, y si es negativo 5, < 0 la
media se reduce con el tiempo. Ahora podemos comprobar qué sucede si a este proceso
le restamos una tendencia linal temporal, ¢3;. En tal caso tendremos que

Y, —t6y = Yo + u, donde u;, = ZiT:_ol Et—is

de modo que la varianza del proceso de raiz unitaria (paseo aleatorio con deriva) cuando
le restamos una tendencia determinista tiene una varianza o*¢, que crece con la fecha en
la que tiene lugar la observacién. Comprobamos entonces que en presencia de tendencia
estocdstica es poco afortunado quitar una tendencia determinista.

Siguiendo un proceso similar al utilizado para el proceso paseo aleatorio sin deriva
llegamos a los mismos resultados para la varianza, autocovarianzas y autocorrelaciones
del proceso paseo aleatorio con deriva. Por consiguiente, el proceso paseo aleatorio
con deriva no es estacionario en varianza, var (Y;) = ¢?t, la autocorrelacion decrece

linealmente, p, = [t/ (t + u)]"/?, y la funcién de autocorrelacién no depende solo del
desfase, v, # vV_u-

El valor del proceso para h periodos en el futuro teniendo en cuenta el valor de la
variable actual Y; es

Yien = hBo+e1on + €tn1 + .. + e + Y, (11.16)

Yy su esperanza

E (Yoo | i) = ho + Vi, (11.17)

por tanto, la mejor prediccién es el tltimo valor conocido Y; mds la deriva hf,.

11.4 Contrastes de raices unitarias

A tenor de lo elaborado hasta el momento en este tema, es evidente la importancia
de saber si una serie es estacionaria o no, y en particular de si tiene una tendencia y
en su caso de si la forma de la misma es la de una raiz unitaria. Hasta ahora hemos
determinado si una serie temporal es estacionaria a partir de su grafica y su funciéon de

Tema 11. Modelos con tendencias
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autocorrelacion muestral, de tal manera que si la grafica presenta un nivel estable en
el tiempo, entonces decimos que parece estacionaria en media; y si la variabilidad es
aproximadamente estable, entonces decimos que la serie temporal parece estacionaria
en varianza; y si ademas la funcién de autocorrelacion muestral decrece geométrica-
mente, entonces decimos que la serie es estacionaria también en covarianza. En tales
casos podemos concluir indicando que la serie temporal es compatible con un proceso
estacionario, es decir, podria ser descrita y aproximada por un proceso estacionario de
los contemplados y expuestos en apartados y temas anteriores.

También hemos visto la relevancia de distinguir entre procesos que se hacen estacio-
narios tras eleminar una tendencia determinista de aquellos en los que es necesario
trabajar con la serie transformada en diferencias para hacerla estacionaria. Si partiendo
de series no estacionarias erramos en la transformacién necesaria a fin de hacerla esta-
cionaria, tendremos potenciales problemas. Ante esta situacién, una primera accién del
econdmetra podria ser comparar los residuos de los modelos con ajustes de tendencia
con los modelos que proceden de la diferenciacién de la serie. Siguiendo la metodologia
clasica de Box y Jenkins prefeririamos la transformacién que lleva a los residuos con
una funcién de autocorrelacién mds simple.

Este procedimiento en ocasiones no es suficiente y si seguimos teniendo dudas sobre la
existencia o no de una tendencia estocéstica, dada su repercusion a todos los niveles
(técnicos y de interpretacién econémica) podemos recurrir a procedimientos estadisticos
formales que contrastan la existencia de tendencia estocdstica frente a la hipotesis
alternativa de que la serie es estacionaria.

Los contrastes méas conocidos son los propuestos por Dickey-Fuller (DF) para el con-
traste de raices unitarias. No es la tinica metodologia estadistica de contraste de raices
unitarias, pero es una de las mds usuales, y tiene la ventaja de que los programas
especializados incorporan todos sus contrastes y los calculan de forma rutinaria.

Inicialmente consideremos el caso mds simple de modelo, el AR(1)

Y, =pYi1+¢e, Yy =0, ~ N(0702)‘

Cuando p = 1, el modelo es un paseo aleatorio sin deriva. La estimacién MCO de p

seria, como sabemos
—1

T T
p=| Y] [ 2V
t=1 t=1

Dado que se trata -en este caso- de un modelo con errores homocedasticos y normales,
sabemos que

VT (5—p) % N (0.0% (B (v2,) )

y dado que se trata de un AR(1), sabemos que estos procesos tienen una autocovarianza
E (Yf_l) =02/ (1 — p?), y por tanto se tiene que

VT (p—p) S N (0, (1-p?)).

Tema 11. Modelos con tendencias
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Bajo la hipétesis nula de raiz unitaria, obtendriamos entonces una distribucién con
varianza nula

VT (p—1) 50,

esto es, a una distribuciéon degenerada a un ntiimero que acumularia toda la densidad,
y por tanto seria una distribucién inatil para poder contrastar la hipétesis deseada.
Es preciso multiplicar o escalar por T, y no por /T, para obtener una distribucién
no degenerada. De hecho la distribucién a la que converge no es a una distribucién
estandar (conocida), sino que converge a un tipo de distribucién no estandar que se
denomina y tabulada por Dickey-Fuller (DF).

Para una hipétesis nula de paseo aleatorio sin deriva, el contraste seria del tipo ¢ habitual,

es decir .
p—1
ee (p)

digamos contraste DF en el Caso 1 o «sin término independiente ni tendencia».

L DR,

Alternativamente, el modelo puede ser formulado como
AY,=(p—1)Yi1+e =0V 1+
de modo que la hipétesis de raiz unitaria es
Hy:0=0versus H; : 6 <0

es decir
Hy:Y,esI(1)

H,:Y,es 1(0)

Ahora el contraste estadistico seria

En general, no es necesario usar el supuesto de que el error sea gausiano para llevar
a cabo un contraste de DF,. Unicamente lo hemos utilizado a efectos ilustrativos. De
hecho las tablas relativas a DF} son aplicables con un error en forma de ruido blanco.
Ya sea con ruido blanco o ruido blanco gausiano, la hipétesis nula es que el proceso
estocdstico es estacionario en diferencias, es decir, que tras realizar una diferencia el
proceso se transforma en estacionario.

En términos un poco més generales en los que la serie a analizar presenta una media que
no es cero, entonces deberfamos incorporar términos deterministas a la configuracion
de la regresion a estimar. Un problema importante, que también resolvieron Dickey y
Fuller, es que al incluir la constante también cambia el valor del estadistico, por tanto el
contraste se ve afectado.

Si incorporamos una constante a partir del modelo AR (1) usual,

Tema 11. Modelos con tendencias
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Y, = By + pYi_1 + &, con &, ruido blanco, (11.18)

sabemos que el proceso es estacionario si |p| < 1, y cuando el pardmetro tiene valor uni-
tario, p = 1, el proceso se denomina paseo aleatorio con deriva (o sin ella) dependiendo
del valor de f3,. Por tanto resulta natural plantear como hipétesis nula Hy : p = 1, frente
a H1 p < 1.

A partir de la expresion en diferencias que anteriormente hemos utilizado, podemos
reescribir el modelo de la siguente manera

Y, =Y =B+ pYio1 — Yo +ey;
AYi= 0o+ (p—1) Y1 + & (11.19)
A}/;f - /60 + 5Y;5—1 + Et,

cuya ultima ecuacion es la expresion habitual del contraste DE.

Puesto que § = p — 1, contrastar que § = 0, es lo mismo que p =1, y si § < 0, entonces
p < 1. Por consiguiente estamos considerando la hipétesis nula § = 0, frente H; : § < 0.
Obsérvese que la regresion planteada bajo la hipétesis nula implica que el regresando
es I(0) y que el regresor es I(1) (a esto se le denomina regresién desequilibrada); sin
embargo, bajo la hipétesis alternativa ambas variables son I(0) y por tanto se vuelve a
equilibrar.

El valor empirico del contraste DF se calcula de la forma habitual, ﬁ = fe;(ﬁl), donde

los errores estandar ee 5> son los no robustos de MCO. Debemos tener en cuenta

también que el contraste planteado es de una sola cola y rechazamos la hipétesis nula si
el valor es mds negativo o menor que el valor critico de tablas de DF. El uso de tablas
diferentes a las habituales es debido a que bajo la hipétesis nula estamos planteando
una regresion desquilibrada. La presencia de un proceso con tendencia estocéstica I(1),
como hemos visto, hace que no sea aplicable el Teorema Central del Limite, por lo que
asintéticamente no se converge a una distribucién normal.

Si rechazamos la hipétesis nula, el constraste nos sugiere que la serie no tiene raiz
unitaria, y entonces seria estacionaria. En particular, las tablas DF a utililzar son las
indicadas como Caso 2 del test tipo ¢, y es necesario considerar que las mismas son
validas si 3y = 0, es decir las tablas se elaboran considerando que el proceso verdadero
es un paseo aleatorio sin deriva.

5 s
- (5) - (fe 6 4 DR,

Seria posible y puede resultar interesante plantear la hip6tesis nula compuesta,

Ho:p=1,5=0.
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En tal caso, el contraste estadistico seria del tipo F

(SORR - SCRNR) /7”
(SCRyg) /T =k

donde los acronomimos son los habituales. Nuevamente la distribucién a utilizar es
una distribucién asintética no estdndar y también obtenida incialmente por Dickey y
Fuller. Deberiamos utilizar la tabla indicada como Caso 1 del test tipo F' dentro del
Apéndice. Como resultado de dicho contraste, en el caso en que no se pueda rechazar,
decimos que el proceso es estacionario en diferencias. En ocasiones a estos contrastes
con distribuciones no estdndar y en el caso de raices unitarias, se les denomina pseudo-t
estadistico y pseudo-F' estadistico.

El contraste D F; se aplica en situaciones cuando el usuario tiene dudas sobre la estacio-
nariedad, pero no hay una tendencia de largo plazo visible o alternativamente no hay
razones tedricas para asumir dicha tendencia. Ejemplos tipicos son los tipos de interés o
la tasa de inflacién.

Por el contrario, si el usuario viera razonable incorporar una tendencia, el modelo
que acabamos de plantear podria albergar una hipétesis nula de paseo aleatorio con
deriva, pero le permite incorporar una hipétesis alternativa de un proceso que se hiciera
estacionario tras eliminar linealmente la tendencia. Para tal fin debemos considerar otro
tercer caso, un caso en el que podamos incorporar una tendencia lineal

Y: = Bo+at + pYi 1 + &

Si estimamos un modelo de este tipo, o de forma equivalente

A}/;g:ﬂo—FOét—F(SY;_l—i-&,é:(p—l),

la hipétesis nula seria
Hy:0=0versus H; : 6 < 0.

En tal caso el estadistico de DF también tendria una distribucién asintética distinta de
las precedentes

5 h—1
P 4 pp

ee(5) celd)

y por tanto las tablas a utilizar serian las del Caso 3.

Al igual que sucedia anteriormente, seria posible efectuar un contraste conjunto sobre
a =0, p =1, para ello usariamos la correspondiente tabla de DF relativa a un contraste
tipo F (caso 3).

Como el lector puede suponer que este tipo de contrastes deben usarse con criterio, y este
puede resultar a veces confuso. Indicamos a continuacién algunos usos estandarizados
para los trabajos aplicados. Como norma general para contrastar la hipétesis nula de una
raiz unitaria, lo adecuado es ajustar una especificacion tal que represente una plausible
descripcién de los datos tanto bajo la hipétesis nula, como bajo la alternativa.
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Si la serie original presenta tendencia, se deberian incluir como regresores el término
independiente (constante) y el término de tendencia lineal temporal. Como hemos
indicado, en ese caso la hip6tesis nula contempla que la tendencia procede de un paseo
aleatorio con deriva, mientras la alternativa es que el proceso tiene una tendencia
temporal determinista junto con un proceso estacionario AR(1).

Si la serie no parece presentar tendencia y tiene un valor medio distinto de cero, debe-
riamos incluir un término constante en la regresion, si bien el modelo planteado bajo la
hipoétesis nula en este caso seria un paseo aleatorio sin deriva. Finalmente, si la serie
parece fluctuar en torno al valor medio cero, no se considera necesario incluir ningtn
regresor adicional en la regresién, es decir, no incluimos ni constante ni término de
tendencia.

El contraste DF es solo valido para un proceso AR (1) y cuando la serie no responde
a ese proceso, el contraste DF muestra autocorrelacién de los errores. Para evitarlo y
generalizar el contraste se utiliza el contraste aumentado de Dickey-Fuller (ADF) que
consiste en afiadir términos autorregresivos en el contraste DF hasta que desaparece la
autocorrelacion. El nimero de retardos utilizados se determina mediante el criterio de
Akaike (eligiendo el nimero de retardos que minimiza su valor).

El caso bésico con una posible estructura AR(p) es

q
AY, =0Y 1 + Z YAY i + &

1=2
y el test es un contraste tipo ¢ para
Hy:0=0versus H; : § <0.

Los valores criticos para el pardmetro ¢ serian los ya presentados con DFj. Si quisié-
ramos llevar a cabo un contraste de significatividad sobre alguno de los pardametros
~; utilizariamos las distribuciones estandar asintéticas habituales. El motivo para es-
ta diferencia es que cualquier hipétesis del tipo 7; = 0 no introduce ninguna raiz
unitaria.

Para llevar a cabo este tipo de contraste ADF es preciso incluir el niimero de retardos
suficiente que asegure que los errores son IID. Es habitual empezar con un retardo
amplio para el tipo de serie, e ir eliminando retardos irrelevantes.

En la préctica incluimos variables deterministas como la constante. Si ese fuera el caso,
es decir, si estimamos

q
DYy = fo+ 6Yim1 + ) wlYei + <, (11.20)

=2

la hipétesis nula de tendencia estocdstica o raiz unitaria serfa Hy : § = 0, frente a la
hipétesis alternativa de proceso estacionario, H; : 6 < 0. Rechazamos la hipétesis nula
si el valor empirico es menor o méas negativo que el valor critico y concluimos que
la serie es estacionaria. Para ello utilizamos los mismos estadisticos y valores criticos,
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en este caso DF;. También aqui podemos contemplar hacer un contraste tipo F con la
distribucién ADF correspondiente para la hipétesis conjunta de 5y = § = 0.

Cuando la serie presenta una tendencia clara (creciente o decreciente) la hipoétesis
alternativa de estacionaridad (ausencia de raiz unitaria) sin contemplar la posibilidad
de estacionaridad en tendencia (determinista) no es adecuada y debe ser considerada.
De manera que en este caso se afiade al contraste ADF una tendencia determinista,
analiticamente el contraste ADF con tendencia determinista es:

q
AY, = o+ at+06Yi 1+ Y ulAYi +e. (11.21)
=2

La hipétesis nula de tendencia estocastica o raiz unitaria es Hy : 6 = 0, frente a la
hipétesis alternativa de proceso estacionario alrededor de una tendencia determinista,
H, : < 0. Rechazamos la hip6tesis nula si el valor empirico es menor o més negativo
que el valor critico y concluimos que la serie es estacionaria alrededor de una tendencia
determinista. También aqui podemos contemplar hacer un contraste tipo F con la
distribucién ADF correspondiente para la hipétesis conjunta de o = § = 0.

Los valores criticos para muestras grandes del contraste ADF los reproducimos a
continuacion:
Valores criticos del estadistico ADF para muestras grandes
10% 5% 1%
Con término constante 257 -286 -343
Término constante y tendencia -3,12 -3,41 -3,96

En el caso del logaritmo del PIB que hemos venido analizando, el contraste de ADF se
implementaria considerando como hipétesis nula que tiene una raiz unitaria frente a la
alternativa de que es estacionaria en torno a una tendencia temporal. La regresion ADF
es

AlogPIB;, = 0,167 4 0,000075t — 0,0141ogPIB,_, + 0,0099AlogPIB;  +

(0,093)  (0,000050) (0,0079) (0,078)
+0,4243AlogPIB;_5 + 0,2810AlogPIB;_3.
(0,0706) (0,0788)

El estadistico ADF tipo test, para contrastar la hipétesis de que el coeficiente del
logPIB,;_; es 0, es -1.772. Dado que el estadistico de contraste, -1.772 es menos ne-
gativo que -3.12, el contraste no permite rechazar la hipétesis nula. En funcién de estos
resultados concluimos que el logaritmo del PIB para este periodo considerado tiene una
raiz unitaria (es decir, una tendencia estocastica) frente a la posibilidad alternativa de
que la variable fuera estacionaria alrededor de una tendencia determinista lineal.

En términos generales se hace necesario seleccionar un retardo, y buscando un proceso
semiautomadtico para modelizar un proceso, un enfoque habitual es el conocido como
de lo general a lo especifico. La idea es comenzar con un retardo relativamente grande
y reducir los retardos del modelo utilizando contrastes tipo ¢t o tipo F'. El proceso
se repetiria hasta que el tltimo retardo sea significativamente diferente de cero. Es
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interesante observar que en el caso autorregresivo puro, este procedimiento producira
la verdadera longitud del retardo con una probabilidad asintética unitaria, siempre que
la eleccion inicial de la longitud del retarado incluya la longitud real.

Existen otros contrastes de raices unitarias para cuando, al igual que en 1 caso ADF,
el error estd autocorrelacionado, algo bastante frecuente en las serie econémicas. Un
procedimiento propuesto por Phillips y Perron consiste en generalizar los tests DF

AY; = f(t)+0Yiq +uy

donde u; esta serialmente correlacionado y posiblemente se heterocedastico, y por
otra parte f(t) contiene la estructura determinista, similar a la contemplada en DF. No
desarrollamos aqui estos tests, pero el lector podria ampliarlos facilmente a partir de la
excelente obra de Hamilton.

11.5 Cambio estructural

Al realizar pruebas de raiz unitaria, se debe tener especial cuidado si se sospecha que se
ha producido un cambio estructural. Cuando hay rupturas estructurales los diferentes
contrastes de Dickey-Fuller estdn sesgados hacia el “no rechazo” de una raiz unitaria.
Consideremos que tenemos un proceso que antes y después de un 7™ es estacionario.
Por ejemplo,

Y, =05Y,_1+¢e+D,D=Fk>0sit>T"y0en caso contrario

Sin embargo estimamos
Y =00+ pYi1 te

En tal caso, el coeficiente estimado p asociado a Y;_; captura la propiedad de que los
valores "bajos" de Y; son seguidos por otros valores "bajos" y por otra parte valores
"altos" son seguidos por otros valores "altos".

Por tanto si especificamos incorrectamente, mediante un paseo aleatorio con deriva,
cuando en realidad estamos ante un proceso con un cambio estructural, el sesgo al
estimar p implicara que el test Dickey-Fuller esté sesgado hacia la “aceptacion” de la
hipétesis nula de una raiz unitaria aun cuando la serie sea estacionaria pero con un
cambio estructural en algtin momento.

Unos contrastes para evitar este tipo de confusiones fueron propuestos por Perron en
1989 como una forma de contrastar la presencia de raices unitarias en presencia de
cambio estructural. Suponiendo que conocemos el momento temporal en el que se
produce el cambio estructural, un primer test consiste en contrastar

Hy:Y,=po+ Y, 1+ uDy+¢e;, Dy =1sit =T", 0en otros casos
frente a

Hy:Y,=py+at+uD; +¢e,D; =1sit>T" 0en otros casos
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Para ello se estima

k
Y, = Bo+pYio1 +at + pDy + Z%AYQ—@ + &

i=1

y se contrasta la nula de p = 1, considerando que £ es el niimero necesario de retardos
para eliminar la correlacién serial, y los valores criticos fueron obtenido por Perron y
pueden ser consultados en Enders (2004).

Este esquema permite contrastar otras hip6tesis nulas de interés. Por ejemplo, se puede
contrastar la nula un cambio permanente en la deriva frente a un cambio en la pendiente
de la tendencia:

Hj:Y,=py+ Y1 +puDy+¢e,, Dy =1sit > T, 0en otros casos
frente a

Hi:Yi=po+at+puDy+e,Dy =1t —T"sit >T" 0en otros casos

Incluso es factible contrastar un cambio en el nivel y en la deriva de una raiz unitaria
combinando las hipétesis Hy y H

Hy" Y, = o+ Yo + poDo + p1 Dy + &,

frente a
HT* 1Yy = Bo+ at + pn Dy + paDo + &

El problema que presenta la técnica de Perron es que requiere saber de antemano el
momento temporal del cambio estructural. Trabajos posteriores a Perron han desarrolla-
do una variedad de pruebas recursivas y secuenciales que endogeneizan el punto de
ruptura, 7. Los contrestes recursivos se calculan sobre submuestrast = 1, ..., m para
m = my,...,T, siendo my el valor inicial y 7" el tamafio de la muestra completa. Los
tests secuenciales se calculan utilizando la muestra completa, aumentando secuencial-
mente la fecha de la ruptura hipotética (por lo tanto, utilizando diferentes variables
ficticias).

11.6 Tendencias y descomposicién por componentes inobservadas

En muchos contextos, resulta ttil descomponer las series (econémicas) en componentes
o movimientos permanentes y no-permamentes (transitorio). Como hemos visto, esto
puede ser complejo en el caso de que la serie tenga tendencia estocastica. En tal caso,
seria dificil saber cudndo una serie estd registrando valores por encima de la tendencia
o por debajo.

Si el proceso, y por tanto la serie, es estacionaria en tendencia entonces es posible
descomponer en una tendencia determinista y un componente estacionario (descompo-
sicion de Wold). Sin embargo, el método de Wold no es aplicable si el proceso temporal
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es no estacionario. Beveridge y Nelson (BN) propusieron un método para descomponer
una raiz unitaria, es decir, un proceso ARIMA(p,1,q) en componentes transitorio y per-
manente permitiendo que ambos sean estocdsticos. Es decir, en una tendencia general
mas una parte irregular.

Consideremos un proceso { AY;} tal que
AY, = u+a(B)ey, & ~ I1ID(0,02),t =1,...,T (11.22)

CL(B) =ayg+a B+ a2B2 + ...,

donde p es el coeficiente que indica la deriva y los coeficiente a; son absolutamente
sumables. En tal caso, el proceso no estacionario {Y;} se puede descomponer como

V- Zi+6 (11.23)
donde por un lado
Zy = Za + pt g ug ~ 11D(0,07)

que es un paseo aleatorio con deriva, y por tanto los shocks a Z; tienen efectos perma-
nentes en Y;, y por otro lado

& = c(B)v, vy ~ I11D(0,02),¢(B) = cg + 1B+ ;B + ...

es un componente irregular estacionario en el que los shocks a &; generan un efecto en
Y, que termina desapareciendo a medida que ¢ crece.

La cuestion es si podemos localizar la deriva, p, junto con las sucesiones {u;}, {v:} y
{c;} de modo que sean compatibles con el proceso definido en (11.22).

A partir de la expresion (11.23) y de (11.22), se tiene
AY, = AZ, + A& = p+ a(B)ey
y del lado izquierdo de la Gltima ecuacion, resulta que
A u+ (1 — B)e(B)vy = u+ a(B)e;.

Por tanto
u; + (1 — B)e(B)v, = a(B)ey. (11.24)

Los dos lados de esta ecuacion tiene funciones generadoras de autocovarianzas iguales
puesto que tanto AY; y & son estacionarias y a(B) y ¢(B) son sumables. Esto signifi-
ca que ambos procesos son observacionalmente equivalentes. También significa que
cualesquiera u;, v; que se acomoden a la correspondiente funcién generadora de auto-
covarianzas, serdn procesos consistentes con (11.22). Lo que implica que habrd mas de
una solucién posible, es decir, habrd mas de una descomposicién posible.

En el caso particular de la descomposiciéon de BN, los autores asumen que u; y v, son
perfectamente colineales (u; = Av;). Sin embargo, no es necesario que estos shocks o
innovaciones guarden esta relaciéon de colinealidad. Es mas seria factible que el shock
u; v el v; no estuvieran correlacionados en absoluto. Este escenario precisamente nos
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llevaria a un esquema de identificacion distinto del de BN. De hecho seria el escenario
de las componentes inobservadas en el que un proceso estd compuesto de distintos
(pero inobservables) componentes (piense el lector en los shocks u; y v;) y en son tales
que E(usv¢) = 0. Pues bien, también es posible encontrar en este marco de componentes
inobservadas una descomposicién en términos permanentes e irregulares.

Naturalmente podriamos incluso pensar en casos en los que los shocks estén correlacio-
nados, pero no perfectamente (como es el caso de la descomposicion de BN). La cuestion
es que si queremos identificar (en este caso descomponer) la serie, es imprescindible
afiadir alguna restriccién en la relacién entre los shocks de la parte estacionaria y los de
la tendencia.

Desde un punto de vista més técnico, si volvemos a la expresion (11.24) y calculamos la
funcién generatriz de autocovarianza' para los procesos representados a ambos lados
del igual, se tiene

o2+ (1—2)(1—2"Ye(2)e(z Mo 420, 0(1—2)(1—2"1)e(2)e(z7h) = o%a(2)a(z71) (11.25)

()= [ (5) (55 %)

de modo que bajo la restricciéon de BN: (u; = Av;), se tiene

donde siendo

A+ (1 =2)e()]A+ 1 =2 Ye(zH)] = a(2)a(z) (11.26)

e igualando los términos constantes y los que tienen el mismo orden de zen ambos
lados se obtiene
Co = Qo — )\,

C; = Ci—1+ Cli,i = 1, 2,

o bien '
K3
Ci = Co+ E Qj.
=1

Por otra parte, la ecuacion relativa a las funciones generatrices de autocovarianzas
(11.26) se cumple para todo z, y en particular para z = 1, por tanto

N =a(1)?

de manera que

A=a(l) = Zai.

1G(z) = 3232 7j#’, es decir, se trata de una funcién que multiplica la autocovarianza j-ésima por
un ndmero (escalar complejo) z a la j-ésima potencia y hace la suma para todos los posible valores de j.
En el caso particular de un MA infinito, se tiene que G(z) = o%a(2)a(z71),a(z) = Y oo a;z".

1=—00
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Estas ecuaciones nos permiten obtener

o0
Co — — Z aj
j=1
asi como
o0
C; = — Z Qj.

Jj=i+1
Por tanto, bajo el supuesto de BN, podemos descomponer (11.23) de manera que

Zt = Zt_l +u+ a(l)gt

y
& =c(B)v = (cg+c1B+ B+ ..)g

donde ¢; estd dado por — > °°, | a;, como hemos visto.

Si alternativamente optamos por una descomposicion de variable inobservables en el
que el supuesto es que o, = 0, entonces (11.25) se reduce a

o2+ (1 —2)(1 =2z Ye(2)e(z7Yo? = o%a(2)a(z )

) =
que evaluada en z = 1 resulta en
o2 = c%a(1)>
Sustituyendo esta tiltima expresion en la ecuacion anterior y a continuacion dividiendo
entre o2, se tiene

0.2

a(1)? + (1 —2)(1 — z_l)c(z)c(z_l)—g =a(2)a(z™)
g
de modo que si normalizamos a que Z—z = 1, podemos proceder como en el caso de
BN en (11.26), de modo que igualamos los términos de ambos lados y obtendriamos la

descomposién deseada.

Por dltimo, solo mencionar que merece la pena considerar otras descomposiciones
existentes en la literatura que son incluso mads atractivas ya que permiten estimar la co-
rrelacién entre los componente wu, v; sin necesidad de hacer supuestos al respecto.

Tablas Dickey-Fuller

Caso 1. Ecuaciéon de contraste sin término independiente ni tendencia

5%

’T ‘ 1%

10 % ‘

25 | -2,66 | -1,95 | -1,60

50 | -2,62 | -1,95 | -1,61

100 | -2,60 | -1,95 | -1,61

250 | -2,58 | -1,95 | -1,62

500 | -2,58 | -1,95 | -1,62

oo | 258 | -1,95 | -1,62
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Caso 2. Ecuacién de contraste con término independiente y sin tendencia

B

10 % ‘

25 | -3,75 | -3,00 | -2,62

50 | -358 | 293 | -2,60

100 | -3,51 | -2,89 | -2,58

250 | -3,46 | -2,88 | -2,57

500 | -3,44 | 287 | -2,57

oo | -343 | -2,86 | -2,57

Caso 3. Ecuacién de contraste con término independiente y con tendencia

5%

B

10 % ‘

25 | -438 | -3,60 | -3,24

50 | -4,15 | -350 | -3,24

100 | -4,04 | -3,45 | -3,18

250 | -399 | -343 | 3,15

500 | -3,98 | -342 | -3,13

oo | -396 | -341 | -3,12

F test

C&SOl-AY;g:ﬂO—F(SY%_l—f—&g,HO160:0:(5

’ T ‘1% 5% | 10%

25 | 788 | 518 | 4,12

50 | 7,06 | 486 | 3,94

100 | 6,70 | 4,71 | 3,86

250 | 6,52 | 4,63 | 3,81

500 | 6,47 | 4,61 | 3,79

oo | 643 | 459 | 3,78
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CasoZ.AYt:ﬂo+at+(51ﬁ,1+€t,(5:(p—l),HO:ﬁ[):O:a:(Szo

5% | 10%

1 [

25 | 821 | 568 | 4,67

50 | 7,02 | 513 | 4,31

100 | 6,50 | 4,88 | 4,16

250 | 6,22 | 4,75 | 4,07

500 | 6,15 | 4,71 | 4,05

oo | 6,09 | 468 | 4,03

Caso3. AY, =fo+at+0Y, 1+e,0=(p—1).Hy:a=56=0

’ T ‘ 1% ‘5% 10 %

25 10,61 | 724 | 591

50 9,31 6,73 | 5,61

100 | 8,73 | 649 | 547

250 | 843 | 6,34 | 539

500 | 834 | 6,30 | 536

0o 827 | 625 | 534

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Predicciéon. McGraw Hill
Hamilton, XXX. Time Series Analysis.
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Modelos de series temporales multiecuacionales

Este tema estd elaborado como una adaptacién de

Enders, W. Applied Econometric Time Series. 4 ed. Wiley. Capitulo 5 Stock y Watson,
Introduccion a la econometria. Capitulo 16. Asi como de la bibliograffa complemen-
taria

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Andlisis de Intervencién y Funciones de Transferencia.
* Analisis VAR.

¢ Estimacién e Identificacion VAR.

Funcién Impulso-Respuesta.

VAR-Estructural

12.1 Modelos de series temporales multiecuacionales

En este tema pasamos del tratamiento de la dinamica temporal de una serie (tratamiento
univariante) a considerar las relaciones dindmicas que se establecen entre varias series
temporales (tratamiento multiecuacional). Esto nos permitird ver cémo los efectos de
las dececisones o acontecimiento econdmicos tienen consecuencias que se extienden a
lo largo del tiempo, una cuestiéon préctica y relevante dentro del analisis econométrico
aplicado. Nos interesa conocer cémo se distribuye el efecto de una causa a lo largo del
tiempo.

Un cambio en nivel precios en una economia producird sus correspondientes efecto
después de que transcurra cierto tiempo; de modo que el efecto no se materializa
de una sola vez, sino que se “distribuye” o se “transfiere” a lo largo del tiempo. De
manera similar, cuando suben los impuestos sobre las rentas (sobre los ingresos), lo
consumidores (los hogares) tienen menor renta disponible, lo que les lleva a reducir
sus gastos en servicios y bienes, esto lleva a que se aminoren los beneficios de los
oferentes, y estos reduzcan su demanda de insumos, y en consecuencia los beneficios
de los productores de insumos, y asi podriamos seguir hasta las Gltimas consecuencias.
Lo relevante del que el efecto es que se prolonga a lo largo del tiempo, es decir, es
como si el efecto de una causa fuera dindmico. Los efectos simultaneos, a difirencia de
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los efectos distribuidos a lo largo del tiempo, son menos evidentes en las decisiones
econdmicas, ya sean éstas las del consumidor o las del empresario; ya sean éstas de tipo
microecondmico, o de tipo macroeconémico.

Loégicamente al modelizar econométricamente deberiamos tener en consideracién los
efectos dindmicos de la variables consideradas, por ejemplo: la toma de decisiones sobre
consumo o inversién individuales que estdn sujetos en buena medida a hébitos del
consumidor o a la verosimilitud en la percepcién de cambios, o bien permanentes o bien
transitorios, en variables econémicas relevantes (pensemos en el nivel de ingresos o
precios, que afecta a la toma de decisiones por parte de los agentes econémicos). También
hay aspectos de tipo contractual por los que compromisos contraidos no permiten
cambiar instantdneamente ante acontecimientos exteriores: es dificil que una empresa
cambie con rapidez las condiciones de produccion si se encarece desorbitadamente una
de las materias primas, o si la competencia explota una nueva tecnologia. El mero coste
de la informacién: hay decisiones econémicas para muchos tipos de bienes o servicios
en las que informarse consume un tiempo. Pensemos en algunos sectores productivos
realmente dindmicos, como por ejemplo el mercado de tabletas electrénicas (“tablets”),
que ademds se corresponde con un bien semi-duradero. En este tipo de sectores las
decisiones de los agentes no son instantdneas, maxime si por ejemplo hay un escenario
de presentacion al mercado de un modelo mds novedoso, lo que afecta a las expectativas
sobre el precio de las existentes.

Dado que como hemos visto los efectos de los cambios en las variables no son siempre
instantdneos, el objetivo prioritario es como modelizar la naturaleza dindmica de las
relaciones econémicas. Para ello veremos modelos que relacionen series estacionarias.
Inicialmente presentamos que proceden de las ciencias fisicas, conocidos como modelos
de funcién de transferencia, y que en las ciencias econémicas se conocen como modelos
econométricos dindmicos. Describen como se transmiten los efectos desde una variable
X, a otra Y; cuando no existen retroalimentacion o causalidad bidireccional. Estos mo-
delos resultan enormemente practicos para evaluar la respuesta dindmica de politicas o
medidas de intervencion. También son modelos que funcionan probadamente mejorar
la calidad de las predicciones respecto de la predicciéon univariante. La literatura res-
pecto a las variables que actuan como “indicador adelantado de Y;” son precisamente
variables del tipo X;_j, siendo k un retardo temporamente cercano a ¢.

12.2 Anadlisis de Intervencién y Funciones de Transferencia.

En términos generales, el andlisis de intervencion se refiere a la inclusién en un modelo
de series temporales univariante de variables ficticias para representar sucesos que
producen efectos deterministas. Se trata de una forma de ampliar la metodologia
univariante permitiendo que la evolucién temporal de la variable dependiente pueda
ser afectada por la evolucién temporal de una variable exdgena.

Suelen utilizarse variables ficticias para representar sucesos cualitativos que afectan a la
serie dependiente, siendo entonces el modelo de intervencién el siguiente:

Y, = a0+ A(L)Y,—1 + coZy + B(L)ey, (12.1)

Tema 12. Modelos de series temporales multiecuacionales
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Z, : variable de intervencion, L : operador retardos

La intervencion puede darse de varias formas. Una de ellas es que la funcién Z, recoga
un impulso, es decir, una intervencién puntual, de modo que solo en un momento ¢ = h
la variable dependiente se vea afectada en ¢,

1 t=h
Zt ==
0 t#h
si bien los efectos pueden perdurar en el tiempo dada la naturaleza autorregresiva del

proceso Y;. En efecto, la variable dependiente tiene una estructura ARMA(p, ¢) con una
intervencién puntual en forma de impulso.

Otro modo de intervencién es que la funcién Z; recoga una intervenciéon que tenga
un efecto permanente sobre la serie (piense el lector en una subida de precios). En tal

caso
0 t<h
Zt:
1 t>h

donde los valores posteriores a h estan afectados por una cantidad constante c,, por este
motivo se le denomina variable escalén.

También es posible que la intervencion propiamente afecte a la variable dependiente
con cierto retraso, digamos d. En tal caso habria que considerar retardar la variable de
intervencién adecuadamente, 7;_,.

El modelo de intervencién (12.1) puede extenderse de manera natural para contemplar
no solo variables deterministas, sino cualquier otro tipo de variable exégena. La forma
de implementar esta generalizacion es mediante un modelo del tipo

Y, =ao+ A(L)Y,-1 + C(L)Z, + B(L)e, (12.2)

donde al polinomio C'(L) se le denomina funcién de transferencia en la medida en
que muestra como un movimiento en la variable exoégena Z; es transferido a la va-
riable dependiente Y;. Los sucesivos coeficientes del polinomio C'(L) se denominan
«funcién impulso-respuesta». Este polinomio admite una representacién admite una
representacion ARMA estacionaria e invertible, y por tanto podriamos expresarlo

donde ¢,; es ruido blanco

Es fundamental que la variable Z; sea exdgena de manera que los shocks que afecten a
la variable dependiente Y; no estén relacionados con la trayectoria de {Z,}, o puesto en
otros términos: E(e.e;) = 0. De este modo podrian trazarse los coeficientes impulso-
respuesta de ¢, y €, sobre Y; a partir de las expresiones siguientes:

(1 - A(L)L)Y; = ap + C(L)Z, + B(L)e,

CILE(L) ez + B(L)g

(1= A(L)L)Y: = ao + D)
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En efecto, a partir de ellas se obtienen los siguientes coeficientes impulso-respuesta:

Y, B(L) 9,  C(L)E(L)
9z, (1—A(L)L) 9e.,  (1— A(L)L)D(L)’

Desde el punto de vista de la identificacién del modelo de transferencia y su estimacién,
resulta ttil estimar un modelo que se conoce como modelo autorregresivo de retardos
distribuidos y que es de la siguiente forma

P k
Yi=7 + Z ViYi—i + ZﬁiZt—i + &

=1 =0

desde el que se aprecia la relacién con la expresion alternativa del modelo dada en
(12.2). En su estimacion e identificaciéon pueden utilizarse los contrastes tipo ¢ y tipo
F para, desde una especificacion de lo general a lo especifico, eliminar coeficientes
innecesarios. La condiciones de regularidad para aplicar este tipo de estimacion es
similar a los supuestos del modelo modelo de regresion con variables en forma de serie
temporal'. Este tipo de modelos corren el riesgo de tener mucho parametros a estimar
(aunque en general no es el caso).

Alternativamente se podria estimar un modelo més parsimonioso si intentamos estimar
directamente (12.2). Estimariamos la expresion (12.3) y con los residuos del modelo, é.,,
y construirfamos la sucesion filtrada de Y;

(3o

que servirfa de base junto con los residuos filtrados £.; para por medio de un procedi-
miento basado en el correlograma cruzado entre é.;, y Y,/ e ir especificando un modelo
parsimonioso. Existen varias propuestas en la literatura que indican pasos a seguir en al
especificaciéon del modelo de transferencia, sin haber ninguno claramente superior. El
lector interesado puede encontrar algunas de ellas en la obra de Enders citada como
referencia de este tema.

Mas interesante desde el punto de vista econométrico es la flexibilidad que ofrecen
estos modelos para tratar las relaciones dindmicas entre variables econémicas. En efecto,
la relaciéon dindmica entre variables puede realizarse especificando que la variable
dependiente es funcién tanto de valores contempordneos como pasados de las variables
explicativas

Y = Bo+ 51X + Bo X1 + oo A B Xy + &, (12.4)

Si la variable dependiente fuera la inflacién y la explicativa fuera los tipos de interés, la
especificaciéon del modelo estd planteando que la actual tasa de inflacién depende del
tipo de interés actual y también de los tipos de interés mantenidos en periodos anteriores.
Asi pues un cambio en los tipos de interés ahora impactard sobre la inflacién actual
y sobre la futura. Légicamente los efectos de un cambio de tipos se van diseminando

1Bl lector interesado puede revisar las condiciones de regularidad en Matilla-Garcfa et al. (2017).
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progresivamente en la economia. A este tipo de modelos se les conoce como modelo de
retardos distribuidos.

El coeficiente f3; es el efecto contempordneo de una variaciéon unitaria en X; sobre
Y;. El coeficiente de X;_;, es el efecto sobre Y; de una variacion unitaria en X;_; o,
equivalentemente, el efecto sobre Y;; de una variacién de X;. En general, el coeficiente
X, es el efecto de una variacién unitaria en X sobre Y en k periodos hacia adelante.
Por tanto el efecto causal dindmico es el efecto de una variacién unitaria en X; sobre
Y;, Yit1, .., Yiqk, y queda recogido en la sucesion de coeficientes 1, fa, ..., Bi+1.

La ecuacién (12.4) nos permite calcular teéricamente los efectos causales en un caso de
un cambio transitorio en la variable X y en el caso de un cambio permanente. Para verlo,
consideremos que inicialmente X; = X es una constante y que en el momento ¢ varfa
en una unidad, X + 1, pasando de nuevo al estado constante, X, en ¢t + 1 y sucesivos
periodos. Para entender basicamente la dindmica, consideremos momentdneamente
que los errores poblacionales son nulos (obviamente esto es una simplificacién que
posteriormente eliminaremos), entonces tendriamos:

Y1 = Bo+ B/ X+ X+ .+ B X
Vi = bo+Bi(X+1)+ X+ ..+ FpnX
Yiii = Bo+ B8 X+ B (X+1)+ ..+ B X

}/t—&-k - ﬁo + BIX + /BQX —|— + 6k+1 (X + 1)
Yithri = Bo+ /X + BoX + .o 4 B X,

de manera que el cambio en Y producido a causa de la variacién unitaria en X en el
momento ¢ lo podriamos calcular facilmente:

Vi = Yiq =B

Igualmente, el cambio en Y un periodo después del cambio seria
Yitr = Y1 = b,

y por tanto el cambio en Y tras % periodos después del cambio producido en ¢ seria

Yiek = Yio1 = Brsa-

A partir del siguiente periodo, es decir, en el perido k + 1 los efectos habrian desapa-
recido, Y411 — Yi—1 = 0. A cada uno de estos efectos generados por una variaciéon
unitaria en X sobre Y tras k periodos se les denomina multiplicador dindmico del
periodo k correspondiente. El grafico de los retardos frente a los distintos coeficientes,
multiplicadores dindmicos, nos daria una visién de como se distribuye el efecto causal
esperado sobre Y ante una variacién en el periodo ¢ de X.

Alternativamente, si el cambio que se produce en el momento ¢ es de caracter perma-
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nente, entonces tendriamos

Yioi = Bo+ 5 X+ BX+ . 4+ B X
Y, = Bo+Bu(X+1)+ B X + .. 4 B X
Yiir = Bo+B(X+1)+ B (X +1)+ .+ B X

Yior = Bo+Bbi(X+1D)+6(X+1D)+ . 4B (X +1).

Ahora, después de un periodo desde el cambio, la variable Y ha variado
Yipn =Y, = B+ By

tras k periodos desde el cambio, la variable habrd cambiado

k+1

Yieh = Y1 =B+ Bt o+ By = B,
i=1

que se denomina multiplicador dindmico acumulativo de largo plazo. Este multipli-
cador puede utilizarse conjuntamente con el multiplicador dindmico, y conformar un
multiplicador dindmico estandarizado:

B
> B

que nos indica la proporcién de variacion total imputable a primer periodo. Igualmente
las sumas de sucesivos multiplicadores estandarizados nos informarian de la proporcién
del impacto de largo plazo imputable a un niimero consecutivo de periodos.

Estos modelos facilmente son ampliables a lo que hemos denominado anteriormente
modelo autorregresivo de retardos distribuidos. Las relaciones dindmicas entre las variables
se establece mediante un modelo que considere a la variable dependiente retardada
como una variable explicativa. Por ejemplo

Y = f(Yie1, Xo) + &

Siguiendo con el ejemplo de la tasa de inflacién, este nuevo modelo plantea de la actual
tasa de inflacién depende (entre otras cosas) de cudl fue la tasa de inflacién en el periodo
anterior. De esta manera, y asumiendo que la relacién entre las variables es positiva,
los periodos de baja inflacién vendrdn seguidos de periodos de bajas tasas de inflacion.
Loégicamente podriamos mejorar facilmente el modelo permitiendo covariar la variable
dependiente también con valores pasados de la variable explicativa X, lo que nos
conduciria al modelo

Yt - f(}/t—laXtuXt—17Xt—27 ) + &t

La existencia de autocorrelacién en el error poblacional es algo intrinseco a los modelos
con series temporales: los factores omitidos en el modelo, ya sea (12.4), estan recogidos
en el error, y estos factores es muy probable que estén autocorrelacionados consigo
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mismos. Obviamente esto tendrd sus consecuencias a la hora de realizar inferencia
sobre los pardmetros del modelo, que por otra parte MCO puede estimar consistente
e insesgadamente. Sin embargo, queremos llamar la atencioén sobre el hecho de que
considerar autocorrelacién en el modelo nos conduce a considerar de manera natural
modelos del tipo ARD.

Los modelos ARD no son nuevos para el lector, de hecho hemos visto en el modelo
de regresion con series temporales con varios predictores que, de cara a mejorar la
prediccién, un tipo de modelo competitivo es el que incorpora varios predictores aparte
de los valores retardados de la variable de interés: modelo autorregresivo de retardos
distribuidos (ARD).

En términos generales el modelo ARD(p,q) es

Yi=v+nYiaa+7nYio+ .+ %Y p + 50X + 5o Xon + o+ B Xy +&0 - (12.5)

Consideremos ahora la autocorrelacién dentro de un modelo RD. A partir de un modelo
del tipo (12.4) con un error serialmente correlacionado usamos dicho modelo para
obtener algunos estimadores:

Y, =00+ 51Xy + Bo Xy + oo + Be1 Xy—k + €4, (12.6)

€t = Q1641 + ... + PpEr_p + €y,

con &; no correlacionado con ¢,. Si por ejemplo p = 1 y desarrollamos la diferencia

Yi—o1Yi1 = Bot+BiXe+ X+ oo+ Bepn Xek + &4
—¢1 (Bo + B1Xe1 + B Xy o+ o+ B Xe—p—1 +64-1)
= Lo+ 51 Xe + BoXi1 + o+ Bri1 Xia
— 0180 — 0151 Xi-1 — 012 Xi—2 — oo — 01 Bk1 Ko 1 + & (12.7)
= fBo— 0180+ 1 Xy + (BaXio1 — 151X 1)
oA (Brs1 Xeek — 0186 Xik) + 0181 Xi—p—1 + &1

Por tanto
Yi=ao+ 1Yo + oo Xy + 01 Xy + o+ op Xy + @r1 X1 + &4, (12.8)

donde ay = By (1 — ¢1), o = S1, 1 = B2 — 151, Yk = Br+1 — G168k Y Prt1 = 1 8k+1-

La ecuacién (12.8) muestra que al considerar un simple proceso autorregresivo de
orden 1 en el error, surge un modelo ARD(1, k+1). Por este motivo, a dicha ecuacién se
denomina representacion ARD del modelo de retardos distribuidos con errores autorregresivos.
La ecuacién nos permite ver que al incluir como regresores el retardo de Y y un retardo
adicional de X, entonces el término error esta serialmente incorrelacionado, y por tanto
se pueden utilizar los estimadores MCO habituales, sin necesidad de preocuparse de
los efectos que genera la autocorrelacién.

De forma equivalente, la ecuaciéon (12.6) se puede reescribir de otro modo familiar y
también 1til. Consideremos la expresion (12.7) y reagrupemos los términos sacando a los
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coeficientes 3; como factores comunes. Es decir, 3; (X;_; — ¢;X;_;) para los diferentes
j considerados. Si simplemente definimos las variables en causi-diferencias V; = Y; —
le}/t—l y Xt = Xt — ¢1Xt_1, Xt—l = Xt—l — ¢1Xt_2, etcétera, se obtiene

?t =aqap+ 51)~Q + 5%&—1 + ...+ Bk—o—lXt—k + &, (12.9)

donde l6gicamente los errores son los mismos que los anteriores y, por tanto, no estan
tampoco correlacionados serialmente.

12.3 Andlisis VAR

El tipo de modelos ARD de la seccién anterior son muy ttilies en la practica econo-
métrica, del mismo modo que lo han sido en el campo de la fisica y la ingenierfa. Sin
embargo, la condicién de exogeneidad de las variables tipo Z; o X, del apartado anterior
puede a llegar a ser muy restrictiva cuando se trata de variables de caracter econémico
en el que la interrelaciones son bastante frecuentes. En efecto, la secuencias de Y, no
debe afectar al devenir de las variables Z, o X;. Para que los coeficientes estimado del
modelo ARD o de la funcién de transferencia C'(L) capturen el impacto de Z; o X, en
Y, de forma insesgada, debe suceder que Z, o X, esté incorrelacionada con los shocks
que afectan a Y}, es decir, ¢, para todo tipo de retardo. En el ejemplo de la inflacién
comentado anteriormente, es facil que haya un proceso de retroalimentacién de los
tipos de interés a la inflacién y de la inflacién a los tipos de interés. Como respuesta a
esta situacion de retroalimentacién o causalidad simultanea, Sims (1980) propuso una
metodologia alternativa a la denominada macro-econometria tradicional. A comienzos de
la década de los setenta del siglo pasado, la metodologia tradicional se basaba en la
construccion de (grandes) modelos de ecuaciones simultdneas en los que las variables
estaban divididas en dos grupos: endégenas o determinadas dentro del modelo, y
exdgenas. La estimacion de estos modelos exigia que estuviesen identificados, lo que
a su vez implicaba el cumplimiento de determinadas restricciones generalmente de
exclusion (es decir, en cada una de las ecuaciones identificadas, debian excluirse una o
varias variables). Estas restricciones no tenian mucho que ver con la teorfa econémica y
eran contempladas con creciente escepticismo por una parte importante de la profesion.
La divisién entre variables end6genas y exdgenas también parecia arbitraria. Si a esto
unimos el hecho de que los modelos multiecuacionales sufrieron un rotundo fracaso
durante la crisis de los setenta, podemos entender el contexto en el que Sims plante6 su
alternativa metodolégica.

Un VAR es un modelo multivariante que amplia el modelo univariante AR para estudiar
conjuntamente las relaciones dindmica de dos o mas series temporales. Para introducir
el concepto, consideremos que solo tenemos dos variables X e Y. El VAR serd entonces
un modelo formado tnicamente por dos ecuaciones. En la primera, X se hace depender
de sus propios retardos y de los retardos de la otra variable, Y. Andlogamente en la
segunda ecuacion la variable dependiente Y depende de los valores retardados de X e
Y. Formalmente:

Xy =ap+anXeq + .o+ apXep + BuYior + .+ BpYiop +un
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Y, = o0 + a1 X1 4+ o F g Xy + B Y1 + oo A Bop Yy + uyy

Los supuestos del VAR son los mismos que formulamos para la regresién con series
temporales, aplicados a cada una de las ecuaciones que lo conforman.

Si llamamos w; al vector formado por X, e Y;, podemos escribir el VAR en notacién
matricial de la siguiente manera:

Wy = AO + A1Wt,1 + ...+ Ath,p + wy, (1210)

donde u, es el vector de los errores tal que
E(uwu)) = Z si s =t; 0en el resto de los casos.

A es el vector de los términos independientes y
a1 .
A= J J),]zl,...,p.
’ ( Qoj [P

Siguiendo una regla andloga a la vista cuando estudiamos los modelos ARMA, el
numero de retardos incluidos en las ecuaciones del VAR (habitualmente los mismos)
determina el orden del sistema. Asi el orden de (12.10) sera p, pues p es el retardo mds
largo. El VAR mas sencillo que cabe imaginar es un VAR(1) con dos variables, cuya
expresion seria:

wi=Ao+ Aiw; 1 +uy =
_ ( Q10 > + < o P ) < Xi1 ) 4 ( Uit ) _ (12.11)
Q20 g1 o Yia Ut
Esta expresion también puede escribirse como
{(1 0)_(0411 BII)L:|(Xt_0410> (U1t>
0 1 a1 P Y: — ag (0

X — o )

Y: — ag

o bien
[I — AlL] VNVt = ut,ﬁ/t = (

o también
Wy =[I— AL "u

Para que el proceso VAR tenga interés debe ser estacionario. Al igual que sucede con los
procesos AR(1) deben cumplirse unas condiciones para la estacionaridad. En este caso,
y sin entrar en los detalles técnicos, la condicion es que las raices de la ecuaciéon

I— A L| =0
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deben estar fuera del circulo unidad. Obsérvese que en el caso de que A; fuera diagonal,
entonces tendriamos dos procesos univariantes AR(1) con shocks correlacionados, y los
dos procesos serian estacionarios si || < 1, || < 1.

En el caso VAR(p), los resultados se generalizan facilmente, donde por simplicidad en
la notacién, y sin pérdida de generalidad, vamos a considerar que w; = w;

W = Alwt_l + ...+ Ath_p + wy

que serd estacionario si las raices de la ecuacién

I—AL-AL”— . AP =0
estan fuera del circulo unidad.

Implicitamente, considerar que las variables del vector w, siguen un proceso VAR(p)
implica que los p-retardos son suficientes para capaturar la relacién dindmica entre las
variables del vector w;. O puesto de una forma algo menos directa, pero importante:
que los errores del modelo VAR no estan relacionados con w;_,,_1, W¢_,_2, ....

Si junto con los términos autorregresivos, incorporamos en cada ecuacién términos de
medias moviles, estaremos ante un VARMA, es decir, un sistema en el que cada una de
sus ecuaciones tiene términos autorregresivos y de medias méviles. Por ejemplo, un
VARMA(p, q) expresado en forma matricial vendra dado por:

W; = Ath_l + ...+ Ath_p +u; — Blut_l — ... — Bqllt_q7

es decir, tiene términos autorregresivos hasta el orden p y de medias moéviles hasta el
orden g. Si el proceso es estacionario lo podemos escribir

w; = A, (L) 'B,(L)u,.

12.4 Estimacion e Identificacion VAR

En principio, una de las ventajas de los VAR con respecto a los modelos de ecuaciones
simultdneas es que no requieren técnicas especiales de estimaciéon. En efecto, como
todas las variables explicativas son retardos del vector w y se asume que los errores son
homocedasticos y no autocorrelados, la estimaciéon de cada una de las ecuaciones del
VAR puede llevarse a cabo por MCO. Los estimadores asi obtenidos son consistentes y
tienen una distribucién asintética normal, de manera que la inferencia estadistica puede
llevarse a cabo con los estadisticos t y F habituales.

Hemos visto que el nimero de retardos define el orden del VAR, pero ;cémo se determi-
na ese pardmetro? En principio pueden incluirse gran cantidad de retardos con objeto
de que los residuos tengan las propiedades deseables, pero conviene ser prudentes
dado que la pérdida de grados de libertad derivada de la inclusién de retardos adicio-
nales puede ser muy importante. Por ejemplo, un VAR(4) con tres variables tendréd 39
coeficientes (cada ecuacion tendra 3-4 =12 coeficientes mds el término independiente),
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pero si se incluye un retardo adicional, el nimero de coeficientes se eleva a 48, es decir,
un retardo adicional implica la pérdida de 9 grados de libertad.

La seleccién de la longitud apropiada de los retardos suele hacerse basandose en criterios
estadisticos. Puede emplearse un test de ratio de verosimilitud de la siguiente manera.
Supongamos que deseamos contrastar la hipétesis nula de que el orden del VAR es p
contra la alternativa de un VAR de orden ¢, con g > p. Estimamos tanto el VAR(p) como
el VAR(g) y obtenemos para cada uno de ellos una estimacion de la matriz de varianzas

y covarianzas de los residuos, ¥, y ¥,. Entonces el estadistico:

T [ln (det(ﬁzp)> “In <det(f3q)>} (12.12)

se distribuye como una x? siendo r el ntimero de restricciones impuestas bajo la hipétesis
nula. Para tener en cuenta el sesgo en muestras pequefias, Sims propuso utilizar en su
lugar el estadistico:

(T —m) [ln (det(i,,)) —In (det(iq)ﬂ (12.13)

donde m es el nimero de pardmetros a estimar bajo la hipétesis alternativa. Si el valor
de (3) o (4) es superior al critico en tablas se rechazara la hip6tesis nula en favor de la
alternativa, siendo g el orden del VAR. Podemos seguir con este procedimiento hasta
que no podamos rechazar la hipétesis nula, en cuyo caso habriamos encontrado el orden
adecuado.

El test de ratio de verosimilitud solo es aplicable cuando uno de los modelos es una
version restringida del otro. Ademds no tiene buenas propiedades en muestras pequefias.
Por ello suele recurrirse a diversos criterios de informacion. Por ejemplo, el criterio de
informacién de Akaike (AIC) para un VAR(p) con k variables se calcula a partir de la
expresion:

AIC(p) =In[det (X,)] + k(p+1) 2

— 12.14
= (1214)

donde ¥, representa como antes la matriz de varianzas y covarianzas de los errores del
VAR que se estima a partir de 4,. Hay otros estadisticos. El criterio de informacién de
Schwarz (SBC) tiene una expresion parecida a la anterior.

Calculado el AIC (o cualquier otro criterio) para distintos érdenes, elegiremos aquel
que proporcione un valor menor.

12.5 Funcién Impulso-Respuesta

Las funciones de respuesta al impulso (FRI) son una de las herramientas que proporciona
esta metodologia. De la misma manera que un modelo autorregresivo univariante
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admite una representacion en forma de medias moviles, el VAR estable puede expresarse
también como un sistema vectorial MA(co). Por ejemplo, un VAR con dos variables
podria expresarse como un VMA de la siguiente manera:

11(1)  p12(i) ) ( Upt—i ) _
( ) Z(; ( P21(i)  p20(i) uy—i )
we=w +Pu + Prue + .. (12.15)

En la expresion anterior ¢11(1) y ¢12(1) miden el impacto sobre x; de un cambio unitario
en cada uno de los elementos del vector u un periodo después de que dicho cambio haya
tenido lugar. Andlogamente (91 (1) y 22(1) miden el impacto sobre y, de dichos cambios.
El resto de los coeficientes se interpretan de la misma forma.

Conocidos estos coeficientes, pueden calcularse los efectos a lo largo del tiempo oca-
sionados por un shock en alguna de las perturbaciones o innovaciones del sistema, es
decir, las respuestas al impulso representado por ese shock

8Wt+s

/
ou;

que podemos calcular derivando a partir de

Wiis = Upys + ¢1ut+571 + 1/)2ut+s—2 + ot PR YTy

es decir,
aWt
+s

a T
que indica como reacciona la i-ésima variable del vector w cuando hay shock en la
innovacion j-ésima.

=Y° = [ fj]nxn

Volvamos al ejemplo del VAR(1) de dos variables. Supongamos que de la estimacién

del sistema obtenemos:
A = 06 0,3 .
—0,1 02

En primer lugar habria que verificar que el VAR es estacionario?, dado que no tiene
sentido analizar las FRI en otro contexto. En este caso puede comprobarse que los
valores propios de A; son menores que 1. Supongamos que la matriz de varianzas y
covarianzas de las perturbaciones es:

(9 4
~\ 4 16 )’

2El VAR ser4 estacionario si los valores propios de la matriz A; son menores que la unidad.
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y que los valores iniciales® son nulos yg = ( 0 0 ). Analicemos el efecto sobre la senda

temporal de las variables del sistema de un shock de una desviacion estandar* en el
primer elemento del vector de las perturbaciones. Es decir, supondremos que en el
periodo 1 u] = (3,0), volviendo a ser nulo dicho vector en los periodos siguientes.
Entonces para el primer periodo se tiene:

Ca g 06 03\ (0N (3 _(3
Y= Ao =1 51 02 )\ 0 o) \o
Cay i 06 03Y(3Y (0} _( 18
Y=y = 01 02 )\ o o) \ -03
A iu [ 06 03 L8\, (0 _( 0.9
Ys= AT = g1 02 )\ —03 0/) "\ —024

Ayt — 06 0,3 0,99 N 0\ [ 0522
YT AT 01 02 )\ —0,24 0) "\ —o47 )
Operando sucesivamente, podemos obtener las respuestas de x e y al impulso inicial.
En la Figura 12.1 se muestran las FRI. Puede comprobarse que al cabo de 10 periodos, el

efecto del shock estd practicamente agotado.

Figura 12.1: Funciones de respuesta al impulso
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12.6 VAR-Estructural(es)

En las secciones anteriores hemos presentado el VAR en lo que podemos denominar
forma estdndar. Esta forma estd relaciona con un uso de los VAR con fines de prospectiva
o prediccion econémica. Asi definido el VAR no requiere mucho mas que la eleccion
del conjunto de variables a incluir en el sistema y la seleccion del orden més apropiado.
El sistema estard casi con toda seguridad sobreparametrizado, pero en la medida en
que imponer restricciones nulas inadecuadas puede implicar la pérdida de informacién

3Dado que lo que nos interesa es la evolucion dindmica de las variables ante shocks, no es restrictivo
en absoluto considerar unas condiciones iniciales dadas.

*Considerar shocks en términos de desviaciones tipicas es muy habitual puesto que nos evita los
problemas de las distintas unidades de medida.

Tema 12. Modelos de series temporales multiecuacionales
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importante, y teniendo en cuenta ademads que debido a la elevada multicolinealidad
entre las variables explicativas, los tests tipo t no son una guia enteramente fiable, es
preferible no reducir el modelo, al menos por el momento.

Ademas de la forma estandar, existe al menos otra presentaciéon posible del VAR.
En un VAR estructural (SVAR) se incluyen como variables explicativas, ademads de
retardos de todas la variables, las propias variables contemporaneas. Esta configuraciéon
estd orientada mds hacia la explicacion causal. Esta forma de expresar el VAR refleja
que a priori se considera que las variables econémicas modelizadas pueden estar
simultdneamente relacionadas, sin necesidad de establecer una tnica relacién causal, y
en ese sentido todas las variables son tratadas de forma simétrica. La mayor diferencia
conceptual entre usar VAR para pronosticar y usarlos para una modelizacién estructural
del funcionamiento de algunas relaciones econémicas es que la modelizacién estructural
requiere supuestos muy especificos, derivados de la teoria econémica y el conocimiento
institucional, y de lo que es ex6geno y lo que no lo es.

Esto lo podemos comprobar a partir del ejemplo con dos variables presentado en 12.11,
escrito por comodidad con las variables expresadas en desviaciones con respecto a sus
medias, se tendria

(l“t):( 0 712)($t)+<0é11 511)<$t—1)+(51t>‘ (12.16)
Yt Y21 0O Yt g Por Y1 Eat

La estructura de este sistema permite retroalimentaciones porque z, e v, pueden afectar
una a la otra. Por ejemplo, 79, es el efecto contemporaneo sobre y;, provocado por un
cambio unitario de x;, y a; es el efecto sobre y; tras un cambio unitario producido un
periodo antes en la variable z,_;. Asumiremos por el momento que tanto x como y son
estacionarias, €; ¥ €, son procesos de ruido blanco con varianzas o2 y 022/, respectiva-

mente, y que ambos estan incorrelacionados entre si. Tras una sencilla manipulacién
algebraica:

-1 —1

( Ty > i ( 1 —712 ) < an fu ) < Ty ) ( 1 —M2 ) < €1t )
— + ,
Yt -1 1 a1 Ba Yi—1 —Y21 1 Eat

(12.17)

es decir, podemos recuperar la forma denominada reducida (no estructural):

()= (0 8 () () 1215)
Yt 021 022 Yt—1 Ut
o, expresado en forma matricial compacta,

Wy = F1Wt_1 + uy.
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Visto de esta manera, el sistema 12.18 es la forma reducida del VAR estructural 12.16, dado
que tanto x como y estdn expresadas en funcién de las variables predeterminadas del
sistema. Notese ademds que bajo las condiciones de 12.16, E(uj ug;) en 12.18 serd en
general distinta de cero.

A diferencia de lo que sucedia en el VAR estandar, las ecuaciones de un VAR estructural
no pueden ser estimadas por MCO, dado que no todos los regresores son exégenos: en
la primera ecuacion del sistema 12.16 y; esté correlacionado con ¢y, y lo mismo sucede
con z; y €2 en la segunda. Este problema podria solventarse utilizando la representacion
equivalente expresada en 12.18, dado que en la forma reducida todos los regresores son
efectivamente exdgenos (solo hay variables predeterminadas a la derecha de ambas
ecuaciones). Sin embargo, para que esta forma de proceder resultase operativa, deberia
de ser posible obtener todos los pardmetros de 12.16 a partir de las estimacién de
12.18. ;Es esto posible? La respuesta es claramente negativa, puesto que el nimero de
pardmetros en 12.18 es inferior al del sistema 12.16, como puede comprobar facilmente
el lector. En definitiva, nos enfrentamos a un tipico problema de identificacion: a menos
que se impongan restricciones sobre el VAR estructural, no es posible identificar los
parametros del mismo.

(Cuantas restricciones son necesarias para alcanzar la identificaciéon? Puede comprobar-
se (aunque no lo haremos aqui) que en un VAR con k variables, es necesario imponer
al menos kQT’k restricciones. En el ejemplo que venimos manejando, esto significa que
una sola restriccion seria suficiente para identificar todos los pardmetros de la forma
estructural. Por ejemplo, supongamos que por nuestro conocimiento teérico admitimos
que y tiene efectos contemporaneos sobre x, pero que no hay efectos contemporaneos
de x sobre y. En términos practicos ello significa que imponemos la restricciéon o, = 0.
En nuestro caso, esto es todo lo que necesitamos para obtener la identificacion. Ade-
mas, esta restriccion implica que el VAR estructural 12.16 se convierte en un sistema

recursivo:

Ty = Yi2Ye + Q11T 1 + Bril—1 + Q1o + BraY—o + €1t
Y = a1 Tp—1 + Bali—1 + Qoai—o + Pasyi—2 + €at. (12.19)

Como es sabido, este tipo de sistemas si pueden ser estimados por MCO. En efecto,
las variables explicativas de la segunda ecuacién son retardos de x e y, por lo que no
plantean problemas de endogeneidad. Y en la primera ecuacién tampoco hay ahora
relacién entre y y e1;.

En vista de la relacién entre el VAR estructural y su forma reducida, cabe revisitar
las funciones de respuesta la impulso. El problema de la presentaciéon que realizamos
en el apartado dedicado a las FRI es que no es verosimil que uno de los elementos
de u cambie mientras el otro permanece inalterado. Si el VAR del ejemplo tratado en
dicha seccién es la forma reducida de un VAR estructural, los elementos de u estaran
correlacionados entre si. En efecto, de (12.16) y (12.17) se deduce que:

E1t712€2
Uy — 1—_;/12721
E21721€1 4
U2 1—v12721
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Tabla 12.1: Funciones de respuesta al impulso (errores ortogonales)

X y
1 220 —0,033
2 1,31 —0,227
3 072 -0,176
4 038 —0,107
5 0,19 —0,059
6 0,099 —0,031

de manera que, bajo los supuestos del VAR estructural:

2 2
Y21051+712075
E(ujug) = (e

que sera distinto de cero, y por tanto las perturbaciones del sistema no serdn indepen-
dientes.

Para solucionar este problema, lo que suele hacerse es generar un nuevo conjunto de
perturbaciones ortogonales, que tendran varianza constante (unitaria) y no estardn
correlacionadas entre si. El procedimiento podria ser como sigue:

En primer lugar hacemos ¢; = c;;u;, de manera que si ha de tener varianza unitaria,
c11 = 1/s1, siendo s; la desviacion estdindar muestral de u; . A continuacién se efecttia la
regresion de uy sobre u; obteniendo las discrepancias 5= uy —co1u1, que por construcciéon
estard incorrelacionada con u; y también con ¢;. Si llamamos ss; al error estdndar de la
regresion anterior y hacemos ¢, = €5/s, 1, la transformacién adecuada queda definida

por:
P — < 1/51 0 >/
—021/52,1 1/52,1

u=Ple

de manera que,

Apliquemos todo esto al ejemplo anterior y veamos qué sucede con el vector u cuando
se produce un shock de una desviacion estdndar en el primer elemento de € sin que se
modifique el segundo. Dado que

P_l . S1 0
- 7
C2151 S271

tendremos que (se deja el célculo al lector)

L Ple — 3 0 1\ 3
B —\ 0,444-3 14,222 0/) \ 13332 )

Como puede comprobarse, ahora u; es distinto de 0. Los seis primeros valores de las
nuevas FRI se recogen ahora en la Tabla 12.1.
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Como hemos dicho esto es solo una forma de resolver el problema, existen otras maneras
de imponer restricciones para identificar correctamente el model SVAR y por tanto de
variar las FRI. Lo interesante es que las restricciones impuestas tengan un marcado
caracter econémico.

En términos més generales, podemos decir que hay un problema de identificacién.
Consideremos un modelo VAR(p)

W; = Alwt,l + ...+ Ath,p + u

o bien
A(L)Wt = Uy, A(L) =1- AlL — A2L2 — .. Apr

siendo A; los coeficientes poblacionales de la regresion de w; sobre w;_;, w,_o, ..., W;_,,.
Los términos dentro del vector u, en general no serdn los shocks estructurales (es decir,
no serdn ¢j;), si lo fueran serfa inmediato calcular las FRI simplemente utilizando la
representacion MA del VAR, w, = A(L) 'u,. Como hemos visto, en general u, estara
afectado por multiples shocks: dado un trimestre determinado, el PIB variard de forma
no esperada (prevista) por varias razones. Por ejemplo, si w contiene dos variables,
como hemos considerado en los ejemplos, entonces

Uy = RigUor + €1

Uy = Rojuyy + €94

de modo que para identificar los elementos R;; necesitamos hacer, por ejemplo, una
restriccién, digamos, B2 = 0, que nos llevaria a un tipo de descomposicién que permi-
tirfa identificar a R, donde R es una matriz cuadrada que permite generar los shocks
estructurales a partir del vector u,

Er = Rut.

Asipues, si A(L), X, y R son temporalmente invariantes respecto a impulsos o cambios
dentro del periodo considerado, entonces

B(L)w; = Ru; = ¢, B(L) = RA(L)

que es el VAR estructural, cuya representacion MA nos permitird obtener las FRI
estructurales:
W = B(L)ilgt = A(L)ilRilet

de modo que
aVVt+s
Oe;
Actualmente hay mucha literatura sobre como identificar los pardmetros estructurales
haciendo para ello restricciones de corto plazo (como la que hemos hecho anteriormente
al asumir que R;,; = 0) o largo plazo (por ejemplo respecto a la suma de los coeficiente
AR) e incluso mediante variables instrumentales.

= @' = [0} ® = A(L) 'R
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Por dltimo, destacamo una herramienta también muy utilizada, quizds mas que las
FRI, es el andlsis causal (en términos de predecibilidad establecido originalmente por
Granger).

El andlisis de causalidad de Granger estudia si los retardos de una determinada variable
son de utilidad para elaborar pronoésticos sobre otra. Si es asi, decimos que la primera
causa en el sentido de Granger a la segunda. Consideremos de nuevo el VAR(2) con
dos variables presentado en (1), que volvemos a escribir expresado en desviaciones con
respecto a la media:

Ty = Ty + 02Ti—2 + Briye—1 + BraYi—2 + Uiy,

Y = Q1 Tp—1 + Q222 + Bor1Ye—1 + Paoli—2 + Ut

En base a la estimacion de este sistema:

1. Silos coeficientes (3;; de la primera ecuacién son estadisticamente significativos,
mientras que los ay; en la segunda no lo son, diremos que hay causalidad, en el
sentido de Granger, de y a x.

2. Silos coeficientes ay; de la segunda ecuacion son estadisticamente significativos,
mientras que los fy; en la primera no lo son, diremos que hay causalidad, en el
sentido de Granger, de x a y.

3. Si ambos conjuntos de coeficientes, a; y 515, son estadisticamente significativos,
diremos que hay causalidad bidireccional en el sentido de Granger.

4. Sininguno de los dos conjuntos de coficientes son estadisticamente significativos,
no hay ninguna relacion de causalidad.

Podemos generalizar este anélisis sin problemas para contemplar més de dos variables.
Para ello puede ser de utilidad emplear la siguiente notacién para un VAR con k
variables:

L1t A11(L) AIQ(L) ce Alk(L) L1¢g—1 U

T Ao (L) Aoo(L) -+ Agr(L Top_ U

w | | An(D) An() o An() 0 R I I
Tt Akzl(L) Ak2(L) ce Akzk(L) Tht—1 Uk

donde A;;(L) representa los coeficientes de los retardos de la variable j sobre la
ecuacion de la variable i. Entonces diremos que la variable j no causa, en el sentido de
Granger, a la variable i, si no se puede rechazar la hip6tesis nula de que todos los
coeficientes de A;;(L), son estadisticamente iguales a cero.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M et al. 2017. Econometria y Predicciéon. McGraw Hill
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rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
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* Modelos de Cointegracién y de Correccién del Error.
¢ Cointegracion y tendencias comunes.
¢ Cointegracién y correccion del error.

¢ Tests de cointegraciéon: Engle-Granger y Johansen.

13.1 Cointegracién y tendencias comunes

En el tema anterior introdujimos la posibilidad de estudiar simultdneamente las interac-
ciones dindmicas de dos o mas series a través de un modelo VAR. Alli consideramos que
las variables del sistema VAR eran I(0), pero ;qué sucede sino lo son? Ya estudiamos
para los procesos estocdsticos univariantes que podemos eliminar la tendencia tomando
la serie en diferencias, y también en un escenario VAR podriamos estudiar las relaciones
dindmicas formando un VAR de variables en diferencias, sin embargo no siempre es lo
adecuado (ni desde el punto de vista econémico y ni econométrico) pues podriamos
dejar de analizar aspectos relevantes de las relaciones dindmicas entre las variables
consideradas. Este tema introduce precisamente el escenario en el que deberiamos
trabajar con las series no estacionarias.

La regresion entre variables no estacionarias puede dar lugar al problema de las re-
gresiones espurias. La mayoria de las series macroeconémicas son no estacionarias, lo
que plantea un problema empirico importante en ciertas circunstancias. Por ejemplo,
la teoria econémica postula que hay una relacion de equilibrio a largo plazo entre el
consumo agregado y la renta disponible. Considérese la estimacién de dicha funcién
utilizando un sencillo modelo de regresién simple y datos trimestrales entre 1995 y 2012
(segundo trimestre), correspondientes a la economia norteamericana:
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C, =3253,6 + 0,49Y;,, R?=0,96, DW = 0,05.

(125,6)  (0,012)

A simple vista los resultados son bastante aceptables: tanto el signo como el valor de la
propensién marginal al consumo son acordes con la teoria, el ajuste es muy elevado y
la renta es altamentemente significativa, con un valor p practicamente nulo. Pero un
contraste ADF muestra que tanto consumo como renta disponible son I(1), es decir,
series no estacionarias, por lo que podemos enfrentarnos al mencionado problema
de regresion espuria. Afladamos que el valor del estadistico de Durbin y Watson es
claramente incompatible con la hipétesis de no autocorrelacién y significativamente
menor que el valor del coeficiente de determinacién, y tendremos todos los sintomas
clasicos de la regresion esptuirea o regresion sin sentido.

En estas condiciones se ha sugerido evitar el problema efectuando la regresién entre las
series diferenciadas. La diferenciacion de las series eliminaria la no estacionaridad, pero
al coste de impedir estimar la supuesta relacién de equilibrio a largo plazo, puesto que
la regresion AC, = &y + 61 AY; + €, seria una estimacioén de la relacién entre variables a
corto plazo.

La pregunta es entonces si es posible estimar relaciones de equilibrio o de largo plazo
entre variables no estacionarias; cuestion del maximo interés si tenemos en cuenta que,
como hemos dicho, la mayor parte de las series econémicas son en principio no estacio-
narias. La cointegracién proporciona una respuesta a este interrogante. Supongamos
que efectivamente existe una relacién a largo plazo entre las variables Y (digamos gastos
en consumo) y X (renta disponible) que podemos representar por:

En la relacién anterior el término de error ¢; = Y; — (a + X;) puede interpretarse como
la desviacion del consumo de su relacion de equilibrio a largo plazo dada por o + X,
o error de equilibrio. Si dicha relacion tedrcia existe realmente, cualquier desviacion del
consumo respecto de o + X, ha de ser necesariamente transitoria. Es claro que en otro
caso, es decir, si las desviaciones no se corrigiesen en un plazo relativamente breve,
no podriamos sostener la existencia de dicha relacién. En términos estadisticos, ello
significa que ¢, no deberia apartase mucho de la recta de ordenada nula, de hecho
esperariamos que la cruzara frecuentemente. Es decir, la existencia de la relacion a largo
plazo exige que el término error en 13.1 sea estacionario, a pesar de que las series de
consumo y renta sean ambas integradas de orden uno'. Esto no sucede, por ejemplo,
si dicho término tiene una raiz unitaria (una tendencia estocdstica), dado que en ese
caso los errores, lejos de eliminarse, se van acumulando en el tiempo. Es decir, que el
cumplimiento de la teorfa representada por la Ecuacion 13.1, exige que aun siendo Y; y
X 1(1), ha de existir una combinacién lineal de las mismas ¢;, que sea estacionaria, o I1(0).
Esta es la idea fundamental del concepto de cointegracion: dos series se dice que estan
cointegradas, si siendo ambas I(1), existe una combinacion lineal entre las mismas que es

1Obsérvese que decimos condicién necesaria, pero no suficiente. La existencia de una relacion con
sentido econémico entre un conjunto de variables solo puede provenir de la teorfa econémica.
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Figura 13.1:  Series cointegradas (izquierda) y no cointegradas (derecha)
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estacionaria. Notese que la cointegracion exige en este caso que ambas series sean I(1).
Si una fuese I(1) y la otra I(0) no podria existir una combinacién lineal estacionaria entre
las mismas.

En estas condiciones, o sea si hay cointegracién, se puede demostrar que la estimacion
MCO de 13.1 proporciona estimadores adecuados evitando por tanto el problema antes
mencionado de las regresiones espurias. En concreto el estimador MCO de 13.1 no solo
es consistente, sino superconsistente, es decir, converge con mds rapidez de la habitual al
verdadero parametro poblacional.

La Figura 13.1 ilustra graficamente lo anterior. En los dos paneles representamos dos
series X e Y, integradas de primer orden (escala derecha), junto con los residuos de la
regresion entre las mismas en trazo discontinuo (escala izquierda). En la Figura 13.1 de
la parte izquierda se han representado los tipos de interés a corto y largo plazo en la
Unién Europea, tal como aparecen en la base de datos AWM.

Los errores de desequilibrio representados por los residuos en la parte inferior del
grafico son claramente estacionarios, de manera que las desviaciones de la relacion
de equilibrio a largo plazo se corrigen con relativa rapidez. Podemos decir que X e Y
estdn cointegradas. En el panel de la derecha, donde se han representado dos indices
de precios (el deflactor de la UE y un indice mundial de precios, ambos obtenidos de
la misma fuente) sucede lo contrario: los residuos son no estacionarios registrandose
grandes desviaciones del equilibrio que ademads se mantienen de forma prolongada en
el tiempo. En este caso las series no estdn cointegradas.

La figura precisamente nos invita a pensar que las series cointegradas comparten una
tendencia estocéstica comtn, mientras que eso no sucede en las no cointegradas. Pen-
semos en los determinantes del PIB per cdpita, donde cada uno de los numerosos
determinantes del mismo influyen sobre el valor observado. Si uno de esos determinan-
tes, como es el caso del consumo per cépita, tiene una tendencia estocdstica, también
la tendra el PIB per capita. De hecho ambas variables (hemos visto ejemplos en otros
temas) tienen cada una de ellas tendencia estocéstica, por lo que incluso podemos decir
que al estar tedricamente relacionado el consumo y el PIB per capita, es factible que
compartan una tendencia estocdstica comun. Al tratarse del PIB per capita este podria
contener mds tendencias estocdsticas y compartir o no con ellas una tendencia. Por
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ejemplo la inversion per cdpita podria compartir tendencia con el PIB per cépita.

La definicién formal de cointegracion desarrollada por Engle y Granger (1987) es la
siguiente:

Se dice que dos series temporales Y; y X; estan cointegradas de orden d, b, CI(d,b), donde
d > by ambos son nimeros enteros positivos, si:

1. Ambas son integradas de orden d.

2. Existe una combinacion lineal de dichas variables ,Y; + 5,X; que es integrada de
orden d-b.

El vector (f31, 2) recibe el nombre de vector de cointegracion y ademads en este caso
(solamente dos variables implicadas), dicho vector, una vez normalizado, es tinico.

Por defecto, nos referiremos en lo sucesivo, salvo que se diga lo contrario, a que d=b=1,
es decir, CI(1,1) o series I(1) para las que existe una combinacién lineal que las hace 1(0).
Por ejemplo, sean las series:

Y1t = Wit + 1t

Yor = Wop + Eo4,

donde wy; y wy, son dos procesos de camino aleatorio representativos de la tendencia
estocdstica en cada una de las dos series y €1, €2, 10s respectivos términos error. Si los
procesos yy; e yo; estadn cointegrados, debe existir un vector de pardmetros no nulos
(b1, B2) tal que Bry1 + Paya: sea estacionario:

Bryie + Bayor = (Brwre + Bawar) + (Bre1e + Bagar).

El altimo paréntesis es estacionario, al ser una combinacién lineal de series estacionarias,
y por tanto resulta que (1w, + Sowyy) debe ser también estacionario también. Sin
embargo, este término es una combinacién lineal de variables I(1) y la tinica forma de
que sea I(0) es que se anule. Puesto que por hip6tesis los pardmetros del vector 3 son
distintos de cero, se tiene que

B
Brwy + Powgy = 0 = wyy = ——-woy.

A

Es decir que (excepto por la constante —f3,/3;) la tendencia estocdstica de ambos pro-
cesos es la misma o decimos que es comtin. Observamos por tanto que cualquier otra
combinacion lineal de las dos variables contendria una tendencia, asi pues el vector de
cointegracion es tnico salvo por la normalizacion escalar. Es decir, para otros 3;,j = a,b
distintos de j = 1, 2, se tiene que la combinacién 3,w1; + Byws; no serd estacionaria.

Es inmediato ampliar la definicién de cointegracién, y por tanto también estas conside-
raciones de tendencias comunes, para albergar mds variables en el modelo. En efecto, la
definiciéon ampliada serfa la siguiente:
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Decimos que los componentes de un vector x; = (xy, ..., Tx:) estdn (o son) cointegrados
de orden d, b, si:

1. Todos los elementos de x; = (x4, ..., Tx:)" son integrados de orden d

2. Si existe un vector de cointegraciéon 3 = (4, ..., Bx) tal que la combinacién lineal

Bxi
es integrada de orden (d — b),b > 0.

Obsérvese que si 3 es un vector de cointegracién, también lo serd A3, A # 0, por este
motivo normalizamos haciendo que el primer coeficiente sea unitario, para lo cual
hacemos que, por ejemplo, A = 1/0;.

Al considerar més de dos variables, es posible que se den situaciones donde dos varia-
bles sean cointegradas y la tercera no cointegre con las dos primeras pero si lo haga con
una combinacién de las mismas. Por ejemplo, si 1,z son CI(2,1) y 23 es I(1), podria
suceder que la combinacién

Bix1 + Bazo

esté cointegrada con una tercera variable, digamos, z3; que deberfa de ser integrada de
orden 1, I(1). Esta situacién se denomina multicointegracion.

En general, la cointegracion ocurrira siempre que la tendencia en una variable pueda
ser expresada como un combinacién lineal de tendencias en las demads variables. En
efecto, sea

X; = W; + &;

donde x; = (z1¢,...., Tkt), Wi = (wiy, ..., wx)" un vector de tendencias estocdsticas y
er = (€1, ..., €x)" un vector de componentes estacionarias, entonces si una tendencia
puede expresarse como combinacién lineal de otras tendencias en el sistema, esto
significarfa que existe un vector 3 tal que

Blwlt -+ ﬁgwgt + ...+ Bkwkt = 0.
Si premultiplicamos por dicho vector la expresiéon x, = w, + €, entonces
Bx; = Bw; + Be,

y puesto que Bw; = 0, sucede que Bx; = B¢, y por tanto la combinacioén lineal 3x;, seria,
como dijimos, estacionaria.

13.2 Cointegracién y correcciéon del error

Uno de los resultados més importantes en el anélisis de cointegracién es el denominado
teorema de representacion de Granger (Granger, 1986 y Engle y Granger, 1987). Segtin este
teorema si dos series estdn cointegradas admitirdn una representacién en forma de
modelo de correccion de error (que denotaremos por sus siglas en inglés ECM).
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Un modelo de correccién de error es un modelo dindmico en el que se recogen conjun-
tamente tanto la relacién a corto y a largo plazo entre las variables implicadas como el
ajuste con el que se corrigen las hipéteticas desviaciones respecto del equilibrio a largo
plazo, exigido por la hipotética relacion de cointegracién. Si seguimos considerando
unicamente dos variables, un sencillo modelo de correccién de error podria tener la
siguiente expresion:

Ay = BAzE — ¥ (Ye1 — 6141) + vp. (13.2)

El ECM puede incluir en la parte derecha retardos de las diferencias de las variables,
dummies u otras regresoras que de momento ignoraremos para hacer més facil la
exposicién. El modelo puede verse como una reparametrizacién de la ecuacion:

Yo = O1Yi—1 + P10 + P21 + Uy (13.3)

Sien la expresion (13.2) hacemos 7 = 1—¢; y 0 = (p1+p2)/(1—¢1) entonces coincide con
el anterior. Aunque esta tltima ecuacién incluyese més retardos, siempre podria repara-
metrizarse como un ECM del estilo (13.2), si bien en este caso el modelo de correccion
de error incluiria como explicativas retardos de las variables diferenciadas.

Examinemos ahora brevemente las caracteristicas del modelo (13.2) en el supuesto de
que x e y sean CI(1,1). En este caso las series son originalmente I(1), de manera que
sus primeras diferencias han de ser estacionarias. El término error es estacionario por
definicién y, por tanto, para que la ecuacion anterior tenga sentido, el término y;_1 —dz;_1
ha de ser también estacionario (y es una constante). Este tltimo término es pues una
combinacién lineal entre variables I(1) que, como acabamos de sefialar, es estacionaria.
Dicha combinacién lineal no es otra cosa que la ecuacién de cointegracién o relaciéon
a largo plazo entre las variables que, por hipétesis, habiamos supuesto cointegradas.
Como el término entre paréntesis es el error de la ecuacién de cointegracion, es decir, el
error de equilibrio, el ECM puede escribirse:

Ayy = BAxy — yei_1 + 4. (13.4)

La interpretacién es que existe una relacién a largo plazo entre las variables (estan
cointegradas) dada por y; = dz; + ;. Ademads el modelo recoge también la dindmica a
corto, representada por las variables diferenciadas. Por supuesto a corto plazo pueden
producirse desviaciones respecto a la relacién a largo, pero si hay cointegracién es
necesario que estas se corrijan en un plazo razonable. En este sentido, el término ~y
mide la velocidad con la que se produce esa correcciéon y en consecuencia su valor
deberia estar comprendido entre 0 y 1. Por ejemplo, si en el periodo ¢-1 se ha producido
una desviacion positiva, es decir la cantidad observada de y es superior a la que
corresponderia de acuerdo con la relacién de cointegracion, en el periodo siguiente, es
decir, en t, una parte importante de esa desviacién debe ser compensada: la cantidad y en
t serd S Az, menos la parte correspondiente a la mencionada correccién. En este caso ello
se traducira en restar a Az, la medida de esa compensacién, dada por ¢,_;. De esta
forma el mecanismo descrito estaria empujando y hacia su posicion de equilibrio.
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Si el valor de y en t — 1 fuese menor que el que corresponde al equilibrio a largo plazo,
el sistema operaria en sentido contrario.

Podemos presentar estas ideas en el marco de un sencillo VAR bivariante, lo que nos
servird para introducir algtin concepto adicional. Tomemos por ejemplo los gastos agre-
gados en consumo de los hogares ¢, y la renta disponible y, para los que la teoria postula
una relacion de equilibrio a largo plazo. Si hay cointegraciéon entre c e y, entonces si en
un periodo concreto el consumo es elevado respecto a la correspondiente relaciéon de
equilibrio (es decir, hay desequilibrio), esa discrepancia se debe corregir en los periodos
siguientes. El desequilibrio se puede compensar bien con una caida del consumo, o bien
con un incremento de la renta o ambas a la vez. En cualquier caso, la dindmica a corto
deberia verse afectada por la situacion de desequilibrio. Ello puede representarse con
un modelo como el siguiente:

ANy = —ae(eio1 — Bys1) + en
Ay = oy(Cci—1 — PYi—1) + €.

En el modelo anterior, consumo y renta cambian como consecuencia de la existencia de
errores de desequilibrio (¢;—1 — Sy,—1 # 0). Si la desviacién es positiva ¢, — fy—1 > 0,
el consumo caera y/o la renta crecerd. Nada cambia en la interpretaciéon del sencillo
modelo anterior si se incluyen en el VAR términos adicionales, es decir:

A = —ae(c-1 — Byi—1) + M1l + 011 Ay—1 + ey
Ay = o1 — BYi—1) + A Aci1 + 01 Ayp—1 + €91

Los términos a. y o, miden la velocidad del ajuste y, si hay cointegracién, al menos
uno de ellos debe ser significativamente distinto de cero. Si ambos fuesen nulos, habria
desaparecido la relacién a largo plazo en el sistema anterior: no seria un modelo de
correccion de error ni habria cointegracion.

Ese modelo se puede ampliar para contemplar més variables. En este caso se tendria,
expresado en forma matricial,

P
AW, = p+ W1 + Z T AW + €4,
i=1

donde la matriz 7 no puede ser nula si existe algtin vector de cointegracién entre las
variables incluidas en w. Mdas adelante volveremos sobre esta representacion del ECM.
Retornemos por el momento a la representacién del VAR bivariante entre consumo y
renta disponible. En un sistema cointegrado de este tipo, en general las dos variables
reaccionardn ante una situaciéon de desequilibrio. Sin embargo, es posible que solo
una de ellas lo haga. Por ejemplo «,, el término que mide la velocidad del ajuste al
equilibrio en la ecuacién de renta, podria ser nulo, mientras que a. no. En este caso
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la renta no responde ante hipotéticos desequilibrios previos en el consumo y todo el
ajuste corresponderia a la primera ecuacién. En estas circunstancias diremos que y; es
débilmente exdgena.

Para estimar el ECM podemos seguir un procedimiento por etapas similar al que ya
hemos visto para el contraste de cointegracién. En primer lugar estimamos la Ecuacién
(13.1). Si las variables estdn cointegradas entonces los estimadores de los parametros
a largo plazo o y f serdn consistentes. A continuacion se salvan los residuos que son
una estimacion de los verdaderos errores de desequilibrio en (13.4). El segundo paso
consiste en estimar (13.4). Para determinar si hay que incluir o no retardos de las
variables diferenciadas y cudntos en caso afirmativo?, podemos usar algun criterio del
tipo AIC o SBC. En esta fase se obtienen por tanto las estimaciones de los pardmetros a
corto plazo asi como un estimador de v, que se interpreta como la velocidad del ajuste
al equilibrio.

Engle y Granger (1987) han demostrado que, si existe cointegracion, los estimadores
MCO de esta ecuacién son consistentes y asintéticamente eficientes. Asimismo se
muestra la consistencia de los errores estdindar de estos estimadores.

Como ilustraciéon de todo lo anterior, estimaremos a continuacién un ECM con los
indices de precios industriales de Alemania y EE.UU. Los datos son mensuales, y
corresponden al periodo 1981 - 1997 y estdn expresados en logaritmos. En primer lugar
estudiamos el orden de integraciéon de ambas series. El valor del estadistico ADF para
los precios de Alemania y EE.UU. es -2,32 y -1,20 respectivamente. Por lo tanto no
es posible rechazar la hipétesis de raiz unitaria. Sin embargo, la hipétesis de que las
primeras diferencias de ambas variables es no estacionaria resulta claramente rechazada:
ambas series son pues I(1).

A continuacién estimamos la ecuacién de cointegracion, obteniendo (errores estandar
entre paréntesis):

Y, = 1,85 + 0,599X;,
(0,03)  (,009)

siendo y los precios en Alemania y x en EE.UU. El contraste de raices unitarias aplicado
a los residuos de la regresién anterior propociona un valor ADF= -4,16, de forma que la
hipétesis de raiz unitaria resulta claramente rechazada. Los residuos son estacionarios
y por tanto las series de precios en ambos paises estdn cointegradas. La relacién de
equilibrio a largo plazo vendria dada por la estimacion anterior, siendo la elasticidad
0,60, es decir que durante ese periodo, los precios crecieron menos en Alemania que en

EE.UU. Con ello hemos cubierto la primera de las fases conducentes a la estimacién del
ECM.

La estimacién de un ECM como el presentado en (13.4) es:

A}A/t = 0008 + 0,25A X, — 0,0685,, R?* =0,32.
(,0002)  (0,02) (0,01)

2A veces se incluyen también diferencias de otras variables I(1) que no aparecen en la relaci6n a largo
plazo.
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Los estimadores tienen todos ellos los signos adecuados y son estadisticamente signifi-
cativos. En cuanto a la magnitud de los mismos, la elasticidad a largo plazo seria como
hemos dicho, aproximadamente 0,6. La elasticidad a corto plazo seria menor, 0,25, y el
ajuste lento toda vez que el valor del EMC, -0,068, implica que se necesitan aproxima-
damente 5 trimestres para corregir un hipotético desequilibrio, todo ello suponiendo
que los residuos de la ecuacién de correcciéon de error tuvieran un comportamiento
apropiado. En caso contrario habria que introducir més retardos de las variables hasta
conseguirlo.

13.3 Tests de cointegracion: Engle-Granger y Johansen

Sila dos variables estdn cointegradas, podemos estimar la relacion estatica a largo plazo
mediante una simple ecuacién de regresion minimo cuadrética. Teniendo en cuenta
la definicién de cointegracién y lo que estudiamos en temas anteriores, tampoco es
dificil imaginar cémo podemos llevar a cabo dicho contraste. Hemos sefialado que la
condicién para que dos series estén cointegradas es que los residuos de la ecuaciéon 13.1
sean estacionarios.

En efecto, puesto que la condicién para que las variables estén cointegradas es que
el término de error sea estacionario, podemos utilizar su contrapartida empirica para
contrastar la cointegracion. Esta estrategia se conoce como aproximacién de Engle y
Granger e implica seguir los siguientes pasos:

1. Comprobar el orden de integracion de las series implicadas. Podemos utilizar el
test ADF para contrastar si ambas series son I(1). Si las dos resultan ser I(0) no
tiene sentido hablar de cointegracién. Por otro lado, si no son del mismo orden de
integracion, entonces tampoco pueden estar cointegradas. Solo si ambas son I(1)
se continta el proceso.

2. A no ser que la ecuacion cointegracion, Y; = a + X, + ¢, representativa de la
relacion a largo plazo sea conocida, lo que no suele suceder en la practica, el
siguiente paso es estimarla. Para ello empleamos MCO. Ya hemos dicho que si X e
Y estdn cointegradas, MCO proporciona estimadores superconsistentes de 'y 5. A
partir de los estimadores MCO se obtiene la serie de los residuos estimados e; = ;.
Esta serie es una estimacion de las desviaciones respecto del equilibrio a largo
plazo y, como hemos sefialado, esta serie debe de ser estacionaria si realmente hay
una relacion de cointegracion entre las variables implicadas.

3. Para contrastar la estacionariedad de la serie de e; empleamos de nuevo un test
ADF, es decir calculamos, Ae; = de;—q + Zle NilNe;_; + € y procedemos, como
haciamos en los contrastes de este tipo, a contrastar la hipétesis nula Hy : § = 0
contra la alternativa unilateral H; : 6 < 0. Si es posible rechazar esta hipétesis,
entonces concluimos que las series estdn cointegradas. Por tanto, rechazaremos
que las variables estén cointegradas si el §/ee(d) es mayor que el valor critico en
tablas para el nivel de significatividad elegido. Aqui surge un problema derivado
del hecho de que e; no representa realmente el error de desequilibrio, sino solo su
estimacion y dado el método empleado (MCO), el procedimiento estaria sesgado
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Tabla 13.1: Test de raices unitarias

Serie ADF
LT —1,66
ST —1,05

ALT —7723

AST  —6,42

hacia la estacionariedad de e,. Para solventar este problema hemos de emplear
tablas diferentes, en las que los valores criticos son mas elevados en valor absoluto.
Por ejemplo, para 100 observaciones y un nivel de significatividad del 5 %, el valor
critico es -3,39, mucho més negativo que -1,95, el valor critico habitual en las tablas
ADF para esta ecuacioén y nivel de significatividad (la ecuacién de contraste no
tiene término independiente).

Por ejemplo, tomemos las series representadas en el panel de la izquierda de la Figura
13.1. El contraste ADF aplicado a las mismas, arroja el resultado de la Tabla 13.1.

Ambas son pues I(1) de manera que tienen el mismo orden de integracion.

El segundo paso es estimar la regresion, obteniéndose:

LT, = —2,11 + 1,15ST,.

Los residuos se representan graficamente en la misma Figura 13.1 y visualmente tienen
todo el aspecto de ser estacionarios. El contraste ADF aplicado a los mismos proporciona
para el estadistico empirico de un valor de -4,69. El valor critico en las tablas para el
nivel del 5% es (para 100 observaciones) -3,39 (-4,00 para el 1 %). Como el valor del
estadistico de contraste es menor (mds negativo) que el valor critico, podemos rechazar
la hipétesis nula (Hy : § = 0) y por lo tanto los residuos son estacionarios, de manera
que las series estdn cointegradas y el vector de cointegraciéon es (-2,11, 1,15).

Podemos decir entonces que hay evidencia suficiente para sostener la existencia de una
relacién a largo plazo entre ambas variables. El procedimiento en dos pasos de Engle y
Granger, aunque no exento de problemas, es una buena estrategia de contraste cuando
solo hay dos variables implicadas. En la practica hay méas de dos variables implicadas.
Especialmente con las relaciones econémicas ya que a largo plazo suelen incluir mas de
dos variables. La teoria de la demanda incluye junto con el precio, al menos la renta;
la demanda de dinero, la renta y el tipo de interés, etc. En estos casos u otros més
complejos, el contraste de Engle y Granger no es apropiado. El problema fundamental
es que en este tipo de ecuaciones puede haber méas de una relacién de equilibrio a largo
y, aunque sigue siendo cierto que si los residuos son estacionarios existe una relacién
de cointegracion, esta estrategia no nos permitiria distinguir la hipotética existencia de
varias.

Por ejemplo, supongamos que tras estimar la ecuacion Y; = a+ 51 X1+ S X0+ B3 X3 +e¢
donde todas las variables implicadas son I(1), se encuentra que los residuos son estacio-
narios. Entonces podemos afirmar que hay cointegracion. Pero seriamos incapaces de
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distinguir cuantas relaciones de cointegracion hay. Una posibilidad es que haya una
unica combinacién lineal entre las cuatro variables que sea estacionaria. Pero también
podria ser que hubiera una relacién de cointegracion entre Y; y X, y otra entre Xy, y
X3¢. Sean v y v, los residuos de tales relaciones

v =Y, — 0 — 01 X1
vy = Xor — Ao — M X

Dado que hemos postulado la existencia de cointegracién, dichos residuos han de ser
I(0) y, por definicién, cualquier combinacién lineal de dos variables 1(0), es también I(0).
Por ejemplo, la suma de ambos residuos:

Y, — 0o — 01X + Xot — Ao — M X

también es estacionaria. De esta manera tenemos una combinacién lineal estacionaria
entre las cuatro variables, pero con el contraste descrito anteriormente no seriamos
capaces de identificar todas las relaciones de cointegracion.

Para solventar estos problemas se han desarrollado contrastes més apropiados, siendo
probablemente el test de rango de cointegracion de Johansen (1988) uno de los mas
utilizados®. El método es bastante mas complejo, de manera que nos limitamos aqui
a una somera explicacion. Afortunadamente la préctica totalidad de los programas
economeétricos permiten llevar a cabo de forma rutinaria este test.

Johansen basa su metodologia en los modelos VAR. Supongamos que deseamos estudiar
las posibles relaciones de cointegracién entre un grupo de k variables incluidas en el
vector W,. Consideremos entonces el VAR

p+1
Wt = CXt + Z hth_i + Uy. (135)

i=1

donde W es un vector de dimension & x 1 con las variables implicadas, que asumiremos
I(1). Como hemos dicho, el caso mds interesante en Economia es aquel en el que las
variables son CI(1,1). La matriz X contiene variables como tendencias, dummy, etc., y
puede o no ser incluida en la ecuacion; u es el vector de los errores y h; son matrices
de dimensién k x k. Si eliminamos X para simplificar la exposicién, el sistema anterior
puede ser reparametrizado como*:

3Pero no el tinico: podria emplearse también aqui un contraste basado en un ECM.
4Por ejemplo, en un VAR(2) se tendrfa:

wy =hyw,_1 +howe_o + uy;

si ahora sumamos y restamos how;_1 se obtiene

w; = (hy + ho)wy 1 + hoAwg_y + uy;
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p
AW, =TIW,_; + > ILAW,_; +u,. (13.6)

=1

Obsérvese la similitud entre 13.6 y la ecuacién de contrastaciéon de Dickey y Fuller. De
la misma forma que alli nuestro interés estaba en el coeficiente de y;_; con objeto de
contrastar la existencia de una raiz unitaria, aqui nos centraremos en la matriz I1, que
referida a 13.6 viene dada por

p+1
=) h;— Iy, (13.7)
=1
siendo IT; = — >0, h;.

En la ecuacién 13.6 las variables diferenciadas y el vector de los errores son todos ellos
estacionarios, de manera que para que la igualdad se cumpla, el término ITW,_,, donde
las variables incluidas en W son I(1), debe ser asimismo estacionario. La estacionariedad
de ese término implica que la matriz IT contiene los coeficientes necesarios para formar
las combinaciones lineales estacionarias entre las variables de W, es decir, cada fila
de dicha matriz es un vector de cointegracién. De hecho el rango de IT determina el
numero de relaciones de cointegracion entre las k variables.

Por ejemplo, un caso elemental de 13.6 seria el VAR®:

( Ay ) _ ( a1 A12 ) ( Lt-1 > + < €1t ) . (13.8)
ANyy Qg1 a2 Yi—1 €2t

Si IT = 0 entonces las ecuaciones del VAR estan equilibradas en el sentido de que
todos sus términos son estacionarios, pero en este caso no hay cointegracion: si todos
los elementos de II son nulos, no puede decirse que haya una combinacién lineal
estacionaria entre x e y. Andlogamente si I no es de rango reducido, es decir si el rango
es 2, entonces habria dos relaciones de cointegracién, pero entre dos variables solo
puede haber como maximo una relaciéon de cointegracién independiente, de manera

que si el rango es 2 se deduce que ambas variables son I(0) y no tiene por tanto sentido
hablar de cointegracion.

El caso més interesante es aquel en el que el rango es 1, lo que quiere decir que las dos
columnas de II no son linealmente independientes. En este caso es posible factorizar la
matriz IT como

I = af”, (13.9)

y restando h; + hy a ambos lados de la igualdad:

AWt = (hl + h2 — I)Wt,1 -+ hQAWt,:[ +u =7TwWe_1 + thWt,1 =+ uy.

5Con las variables en desviaciones con respecto a sus medias.
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donde a y 3 son ambas matrices de dimensiéon 2x1. Ahora el primer término a la derecha
de la igualdad, ITW,_; = aBT"W,_, y este serd estacionario si BW,_; es 1(0), lo que
significa que el vector 8 contiene los coeficientes de la combinacion lineal estacionaria
entre las dos variables I(1) de W, es decir que 3 es el vector de cointegracion. Por su
parte los coeficientes de o medirian la velocidad de ajuste al equilibrio en los ECM
resultantes de la ecuacion factorizada. Por ejemplo, supongamos que una vez efectuada
la factorizacién el sistema (13.8) queda:

(an) =) (G)+(2)

5 ) . Entonces tene-

El vector de cointegracion es ( 01 09 ) o, normalizado en x, < 1
mos:

1)
Azy = N (01241 + O2yi—1) + €16 = A0y (%-1 + 5—2?Jt—1> + €1t
1

)
Ayp = Ay (01241 + O2y—1) + €2t = Aoy (iUtl + 5—29t1> + €9t
1

Andlogamente en el caso general con k variables en 13.6, el rango de la matriz IT indica
el niimero de relaciones de cointegracién independientes. Sea r < k el rango de dicha
matriz. Entonces dado que II es de rango reducido, la factorizamos como IT = a7,
siendo k x r las dimensiones de las matrices a y 3. Como antes, las r filas de la matriz
BT son los vectores de cointegracion del sistema.

Volvamos de nuevo a (13.6) y consideremos un ejemplo hipétetico. Supongamos que en
un sistema con tres variables hemos obtenido:

YT -1/2  5/16 —1/16 Yii—1 p
Ayy | = 1/8 —41/64 5/32 o1 | + D ILAW,; +u.
AySt 1/4 11/32 —3/32 Yst—1 i=1

El daltimo término de la ecuacion puede ser ignorado sin pérdida de generalidad. A
simple vista no es posible ver si las columnas (filas) de la matriz IT son linealmente
independientes. Para calcular el rango podemos emplear la propiedad segutn la cual
el rango de una matriz es igual al ntiimero de valores propios distintos de cero. Los
autovalores de IT son en este caso (-0,79, -0,44, 0). Como solo dos de ellos son distintos
de cero el rango es 2, es decir, la matriz es de rango reducido y podemos afirmar que
hay dos relaciones de cointegracién entre las variables del sistema. La matriz IT puede
factorizarse como

—~1/2 1/4 L C1g o
a=| 1/8 -5/8 | BT= :
Y (0 1 —1/4)
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de manera que las dos relaciones de cointegracion serian yy; = 0,125y9; + v1; € Yo =
0,25y3; + vo; donde ambos vectores han sido normalizados en y; e y3. En términos de
ECM, ignorando como hemos dicho Y7 ILLAW,_; tendriamos:

Ay = —0,501-1 + 0,25v9 1 + uyy
Ayop = 0,125v1,1 — 0,625v2,—1 + Uy

Aysy = 0,25v1,1 + 0,375va—1 + us:.

El sistema (13.6) junto con la restriccién expresada en (13.9) queda,

p
AW, = af"™W,_; + > ILAW, ; +u,, (13.10)

i=1

que una vez estimado proporciona, como hemos visto, tanto las relaciones de cointegra-
cién como los pardmetros de ajuste. El sistema anterior con las restricciones impuestas
es no lineal y en consecuencia es necesario emplear algiin procedimiento de estimacién
diferente del método de minimos cuadrados ordinarios. Lo habitual es estimar esta ecua-
cién por maxima verosimilitud. Ademads hay un problema de identificaciéon derivado
del hecho de que la factorizacién (13.9) no es tinica. El vector o vectores de cointegracién
no estardn identificados a menos que impongamos alguna normalizacién arbitraria,
similar a la que hacemos implicitamente en cualquier modelo de regresion.

Como hemos sefialado, el método de Johansen (1988 y 1992) esta basado en la auto-
rregresion vectorial. Por tanto el primer paso es estimar un VAR entre las variables
que, segtn la teoria econémica y/o el trabajo empirico previo, mantienen relaciones a
largo plazo. El sistema 13.6 es, como hemos visto, una reparametrizacién del VAR entre
las variables originales, donde adicionalmente pueden incluirse variables determinis-
tas (término independiente, dummy, etc). Para determinar el orden del VAR original
podemos emplear alguno de los criterios estadisticos sefialados con anterioridad, asegu-
randonos de que los residuos del sistema cumplen las hipétesis necesarias. Si el orden
del VAR entre las variables en niveles es p, el VAR en primeras serd de orden p-1.

Inicialmente no habra ninguna restriccion sobre el rango de la matriz II de manera
que las matrices que la factorizan serdn ambas de orden £ x k. Utilizaremos diversos
test de hipotesis para contrastar restricciones de nulidad sobre los elementos de las
mismas.

Puede demostrarse que la maximizacién de la funcién logaritmica de verosimilitud del
modelo restringido conduce a

kN N ¢
—5 (log2m + 1) — 5 ; log(1 —\;),

Tema 13. Modelos de Cointegracién y de Correccién del Error
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siendo )\; los autovalores de Il que podemos estimar como sigue.

En primer lugar estimamos por MCO las ecuaciones

p
AW, = Z ILAW, ; + u,
=1

p
W, = Z ILAW,; + vy,

i=1

incluyendo si es oportuno una constante y una matriz X con variables adicionales.
Dado que en W estan las k variables del sistema, ello exigira estimar 2k ecuaciones de
regresion.

Se salvan los residuos de cada una de las regresiones y se calculan las matrices de
varianzas y covarianzas,

ou = %ZﬁﬁT, Yo = %Zﬁﬁ, o = %Z\?ﬁT y S =31

Entonces la matriz que nos interesa viene dada por:

=332 (13.11)

Conocida IT hallamos sus valores propios \; ordendndolos de mayor a menor. Un test de
ratio de verosimilitud apropiado para contrastar el nimero de valores propios distintos
de cero, es:

k
Mraza = =N D log(1 =), (13.12)

i=r+1

conocido en la literatura como estadistico de la traza. En este contraste la hip6tesis nula
es que el nimero de valores propios distintos de cero es menor o igual que r, contra la
alternativa de que hay al menos r + 1 de ellos distintos de cero, es decir:

Hy:r<rg, Hyi:r>r9g+1.

Si no existe ninguna relacién de cointegracion entre las variables, entonces el rango de
IT sera nulo, o lo que es lo mismo, todos los valores propios seran nulos. Por lo tanto
todos los términos log(1 — \;) serdn nulos y 13.12 también se anulara. Por el contrario, si
un autovalor \; es distinto de cero, entonces el término log(1 — ;) serd también distinto
de cero y 13.12 ya no serd nulo.

En la practica lo que tenemos son estimaciones de II y de sus autovalores. Una vez
ordenadas las estimaciones de los valores propios, el test se lleva a cabo de forma
secuencial:

Tema 13. Modelos de Cointegracién y de Correccién del Error
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1. Se comienza por contrastar la hipétesis Hy : 7 = 0 contra la alternativa Hy : r > 1.
Si esta hip6tesis no puede ser rechazada, se detiene el proceso y se concluye que
no hay relaciones de cointegracion.

2. Si se rechaza la hipétesis nula anterior, continuamos con el contraste de Hy : 7 = 1
contra H, : r > 2. Si esta hip6tesis no se puede rechazar se detiene el proceso,
concluyendo que hay una relacién de cointegracion. Si no es asi, continuamos con
el mismo.

3. La ultima posibilidad, consiste en contrastar Hy : » = k — 1 contra Hy : r = k.
Sino es posible rechazar H, concluimos que hay k-1 relaciones de cointegraciéon
entre las k variables, deteniéndonos en este punto.

4. Si se rechazase la tltima hipétesis nula, habria que concluir que hay k relacio-
nes de cointegracion entre las k variables, lo que implicaria que todas ellas son
estacionarias, por lo que careceria de sentido el andlisis de cointegracion.

Cuando la hipétesis nula es que hay ry vectores de cointegracién contra la alternativa
de que hay ry + 1, entonces solo hay un término en el sumatorio de 13.12, siendo el
estadistico:

Amaz = —Nlog(1 — Ap11)- (13.13)

Esta version del test recibe el nombre de estadistico mdximo. La tinica diferencia entre
ambos estadisticos es que ahora cambia la hipétesis alternativa que, en el caso del
estadistico maximo, resulta restringida a que el rango sea una unidad mayor que la
postulada por la hipétesis nula. Con ello se consigue mejorar la potencia del contraste.
En todo caso, el procedimiento secuencial de contrastacién es similar:

1. El primer paso sera contrastar Hy : r = 0 contra H4 : = 1, empleando A4, =
—Nlog(1 — \y). Si esta hipétesis no se rechaza, se detiene el proceso no habiendo
encontrado evidencia de cointegracion.

2. A continuaciéon contrastamos Hy : r < 1 contra H4 : r = 2, siendo ahora el

estadistico A4 = —Nlog(1 — )2) . Si no se rechaza, hemos hallado un vector de
cointegracion. En caso contrario continuamos con el procedimiento, de forma
analoga.

3. La ultima posibilidad Hy : » < k — 1 contra H4 : r = k , se contrastaria con
)\mdz = —NlOg(l - )\k)

Como en el caso del contraste ADF, la distribucion de estos estadisticos no es estdndar y
sus valores han sido obtenidos por simulacién.

Como ilustracion, tomemos las series espafiolas de importaciones y producto interior
bruto correspondientes al periodo 1983q1l - 1998q4, para las que se ha estimado un
VAR(2) y a continuacién obtengamos:

o —1,3573 —0,4837
\ 46731 16642 /)¢
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Tabla 13.2: Contraste de cointegracion: estadistico maximo

H.nula H. alternativa Est. maximo Valor critico (5%) valor p
Hy:r=0 H :r=1 23,05 14,26 0,002
Hy:r<1 Hi:r=2 0,29 3,84 0,59

Los valores propios de esta matriz son aproximadamente \; = 0,3024, A\, = 0,0045. Por
tanto el contraste de la hip6tesis nula de que no existe ningtin vector de cointegracién
(r = 0), contra la alternativa de que existen 2, empleando el estadistico de la traza,
sera:

—64[log (1 — 0,3024) + log(1 — 0,0045)] = 24,07.

Como el valor critico® al 5% es aproximadamente 15.49, rechazamos la hipétesis nula y
aceptamos que hay al menos un vector de cointegracion. A continuacién contrastariamos
Hy : r =1 contra la alternativa H, : r = 2,

—64[log(1 — 0,0045)] = 0,29.

Ahora el valor del estadistico de contraste es menor que el critico al 5% (3,84 en este
caso), de manera que detendriamos aqui el procedimiento, concluyendo que existe una
relacion de cointegracion (tampoco tendria sentido ya seguir dado que solo hay dos
variables).

En cuanto al estadistico maximo, mostramos sus resultados en la Tabla 13.2. Como
puede verse, en este caso ambos estadisticos llevan a la misma conclusién: hay un vector
de cointegracion.

Conviene sefialar que, igual que sucedia con el test ADF, los valores criticos de estos
contrastes son muy sensibles al tipo de ecuacién empleada. En particular dependen
de forma crucial de si se incluyen o no términos deterministas. Ello da lugar a un
elevado ntimero de tablas, lo que puede resultar confuso. Sin embargo, la situaciéon
suele ser més sencilla dado que dos posibilidades son con mucho las més frecuentes en
la préactica.

Bibliografia complementaria

Matilla-Garcia, M. et al. 2017. Econometria y Prediccion. McGraw Hill

Engle, R. E. y Granger, C. W. (1987). «Cointegration and Error Correction: Representation,
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Johansen, S. (1988). «Statistical Analysis of Cointegration Vectors». Journal of Economic
Dynamics and Control, vol. 12, pp.231-254.

®En este caso, los valores criticos corresponden a una ecuacion con constante pero sin tendencia ni
variables exdgenas adicionales.
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Tema 14

Ajuste estacional, desagregacién temporal y calibrado de series tem-
porales.

Este tema estd elaborado como una adaptacion de:
Pefia, Tiao and Tsay, eds. A Course in Time Series Analysis. Wiley 2001. Cap. 8.

Dagum and Cholette Benchmarking, Temporal Distribution, and Reconciliation
Methods for Time Series. Springer 2006, Capitulo 1. Asi como de la bibliografia
complementaria.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al Organo convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

¢ Introduccién.
¢ Componentes deterministas, ajuste de calendario.

* Métodos no paramétricos y paramétricos de ajuste estacional, la descomposi-
cion canodnica.

* Problemas practicos.
* Desagregacion temporal.

¢ Calibrado, benchmarking y reconciliacion.

14.1 Introduccion

Muchas series de tiempo econdmicas tienden a seguir un patrén regular a lo largo
de cada afio. Este tipo de comportamiento se conoce como variacién estacional o es-
tacionalidad. Puede ser el resultado de patrones climaticos estacionales regulares o
de costumbres sociales tales como periodos festivos (dias y “puentes”), vacaciones de
verano y similares. Las series de tipo mensual, trimestral, semanal, a menudo se ven
afectados por variaciones estacionales. La presencia de tales variaciones en las activida-
des socioecondémicas se reconoce desde hace mucho tiempo. De hecho, la estacionalidad
suele representar la mayor parte de la variacion total dentro del afio. La estacionalidad
se debe a que algunos meses, trimestres del afio son mas importantes en términos de
actividad o nivel. Por ejemplo, el nivel de desempleo es generalmente més alto durante
los meses de invierno y primavera y mds bajo en los demds meses.

Asi pues no es extrafio que a muchas series de tiempo que se observan trimestralmen-
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te, mensualmente, semanalmente o diariamente muestren alguna forma de estacio-
nalidad, y esto puede tener implicaciones importantes para el trabajo econométrico
aplicado.

La estacionalidad se origina en el clima y las estaciones convencionales, como eventos
religiosos, sociales y civicos, que se repiten de afio en afio. Las estaciones climaticas
influyen en el comercio, la agricultura, los patrones de consumo de energfa, la pesca, la
mineria y actividades relacionadas. Por ejemplo, el consumo de gaséleo para calefaccién
aumenta en invierno y el consumo de electricidad aumenta en los meses de verano
debido al aire acondicionado.

Las fiestas institucionales como Navidad, Semana Santa, vacaciones, el afio escolar y
académico tienen un gran impacto en el comercio minorista y en el consumo de ciertos
bienes y servicios, a saber, viajes en avién, ocupacion hotelera, consumo de gasolina.
Para determinar si una serie contiene estacionalidad, es suficiente identificar al menos
un mes (o trimestre) que tiende a ser sistemdticamente mas alto o mas bajo que otros
meses.

Las cuatro causas principales de la estacionalidad se atribuyen al clima, la composicién
del calendario, los principales plazos institucionales y las expectativas. La estacio-
nalidad es en gran medida exégena al sistema econémico, pero puede compensarse
parcialmente con la intervencién humana. Por ejemplo, la estacionalidad de la oferta
monetaria puede controlarse mediante decisiones del banco central sobre las tasas de
interés. En otros casos, los efectos pueden compensarse con el comercio internacional e
interregional.

No tener en cuenta adecuadamente la estacionalidad puede hacer que hagamos inferen-
cias incorrectas lo que es un serio incoveniente para el trabajo econométrico aplicado
que utiliza datos de series de tiempo.

Hay dos puntos de vista bastante diferentes sobre la naturaleza de la estacionalidad
en los datos econémicos. Un punto de vista es que la variacion estacional es una
parte fundamental de muchas series de tiempo econémicas y, cuando estd presente,
deberiamos intentar explicarla. Asi, idealmente, un modelo econométrico para una
variable dependiente y deberia explicar cualquier variacién estacional en él mediante
la variacién estacional en las variables independientes, quizas incluyendo variables
meteorolégicas o variables ficticias estacionales entre estas tltimas.

Una segunda vision es que la estacionalidad es simplemente un tipo de ruido que
contamina los datos econémicos. No se puede esperar que la teoria econémica explique
este ruido, que en el caso de las variables independientes equivale a una especie de
problema de errores en las variables. Por tanto, conviene utilizar lo que se denomina
datos desestacionalizados o datos ajustados estacionalmente, es decir, datos que se han
sido transformados de alguna forma para que supuestamente representen lo que habria
sido la serie en ausencia de estacionalidad. Esta es una labor propiamente de las oficinas
de estadistica publica, y a estos efectos su labor consiste en publicar cifras ajustadas
estacionalmente para muchas series. Este tema se centra en esta segunda vision.

La idea de ajustar estacionalmente una serie de tiempo para eliminar los efectos de
la estacionalidad es intuitivamente atractiva. El ajuste estacional de una serie y, tiene

Tema 14. Ajuste estacional, desagregacion temporal y calibrado de series temporales.
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sentido si para todo ¢ podemos escribir v, = y* + y5, donde y* es una serie temporal
que no contiene ninguna variacién estacional, e y, es una serie temporal que contiene
unicamente la variacion estacional. Es obvio que esta es una suposicion fuerte, y que
incluso en si fuera cierta, seria todo un reto dividir o separar ambos componentes.
Analizamos a continuacién las técnicas disponibles a estos efectos.

14.2 Componentes deterministas, ajuste de calendario

La estructura y composicion del calendario afecta evidentemente a la actividad econ6-
mica. Intentar desestacionalizar una serie requiere identificar este tipo de componentes
de calendario y ajustar la serie convenientemente. Los efectos de calendario que gene-
ralmente se contemplan son:

¢ El diferente niimero de dias hébiles en cada mes. El ajuste de dias habiles tiene
como finalidad obtener una serie cuyos valores no dependen de la extensién del
mes o trimestre, ni de la distribucion del nimero de dias hébiles.

* La diferente composiciéon del ntimero de dias hébiles. Se recomienda comprobar
si existen diferencias entre los distintos dias laborables, sobre todo en series
mensuales largas que miden la evolucién de alguna variable o fenémeno en el
que, a priori, el comportamiento puede ser diferente cada dia de la semana.

¢ El efecto de afio bisiesto. Cada cuatro afios, el mes de febrero tiene 29 dias, lo que
puede afectar a la serie econémica por dos motivos: la composicion del mes varia
(en dias laborables o no laborables respecto a la media) y la duracién de la se
cambia el mes. El primer efecto se mide con el regresor para los dias laborables
(donde el dia 29 debe considerarse laborable o no laborable, segtin corresponda);
mientras que el segundo efecto debe cuantificarse con el regresor del afio bisiesto.

* Las fiestas moviles, en el caso espafiol la Semana Santa. El ajuste por fiestas moéviles
tiene como objetivo eliminar aquellos valores que se ven afectados por eventos
que siguen un patréon complejo a lo largo de los afios de la serie. La fiesta que més
afecta a nuestra serie son las vacaciones de Semana Santa. Ademas, en este caso,
este efecto es parcialmente estacional, ya que en promedio se celebra con mas
frecuencia en abril que en marzo. Dado que la parte estacional debe capturarse en
el componente estacional, tampoco debe eliminarse con la correcciéon del efecto
festivo de Semana Santa.

Estos efectos o de naturelza similar se pueden expresar mediante variables de regresién
que comentaremos més adelante. El método o herramienta sugerida es utilizar un
modelo regresion ARIMA (regARIMA), y aplicarlo con contrastes de significatividad y
plausibilidad de los efectos
yi = W, + Xy
—— ~—
COMPONENTE DETERMINISTA  COMPONENTE ESTOCASTICO

donde y, es la serie observada, W, es la matriz que en sus filas contendria los regre-
sores que capturarian dichos efectos, y x; es un modelo ARIMA, y sera el objeto de
estudio.
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Consideremos que el tipo de serie mensual que estamos estudiando tiene dos elementos
a ser considerados dentro del denominado efecto calendario: efecto Semana Santa (E) y
el efecto ciclo semanal (CS) que el efecto del ciclo semanal relativo a patrones de series
econdmicas que se encuentran dentro de la semana.

La modelizacién de estos elementos es de tipo determinista:
E, =P,
donde P, expresa la proporcién que representa la semana de Pascua en el mes ¢, y
CSy = 6D,

siendo D; = (nimero de lunes, martes, miércoles, jueves y viernes en el mes t) - (ntimero
de sdbados y domingos en el mes t)*(5/2). El factor 5/2 sirve para homogeneizar los
dos elementos de la diferencia que da lugar a D;.

Asi el efecto calendario total seria la suma de efectos particulares asociados.

Wt/BZ Et+CSt :’)/Pt+6Dt

Como hemos dicho la cuantificacion de este efecto se realiza mediante la identificacion,
estimacion y diagnéstico de un modelo de regresion cuya perturbacion sigue una
representacion autorregresiva, integrada y de medias moéviles (ARIMA) que suele ser
de tipo multiplicativo, es decir

0,(B)0q(B")
¢p(B)op(B)(1 — B)!(1 — B*)P

donde ¢,(B) y 6,(B) son, respectivamente, polinomios de orden p y q en el operador
de retardo B, y ¢p(B*) y 8o (B?) son polinomios de orden Py Q en B?, con s = 4. Las
expresiones (1 — B)d y (1 — B®)D son operadores de diferenciaciéon regular y estacional
controlados por los pardmetros enteros d y D, respectivamente. Por tltimo, a; es una
secuencia de ruido blanco gaussiano con esperanza nula y varianza constante.

yi =W, 8+

Qy

Una vez que se contrastan independientemente la significatividad estadistica de las
hipétesis nulas v = 0 (ausencia de efectos Semana Santa) y § = 0 (ausencia de ciclo
semanal), se obtendria la serie libre o corregida de efectos de calendario

mt:yt—’A}/Pt—th,t:17...,T

donde las estimaciones realizadas se suelen llevar a cabo mediante el programa TRAMO
desarrollado por Maravall y Gémez en el Banco de Espafia.

14.3 Métodos no paramétricos y paramétricos de ajuste estacional, la des-
composicion candnica.

El modelo identificado, estimado y diagnosticado en la seccion anterior permite realizar
una descomposicion de la serie, posiblemente corregida de efectos de calendario, en
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sus componentes subyacentes estocdsticos de tendencia, estacionalidad e irregularidad,
siguiendo los principios de descomposicién candénica basada en modelos ARIMA.

Los dos enfoques més utilizados para el ajuste estacional de series de tiempo son el
ajuste estacional basado en modelos ARIMA vy el de filtros fijos. Anteriormente a este
tipo de descomposicion, se utilizaban los métodos de descomposicion clésica, que en
buena medida sirven de base para cierta parte de la l6gica de algunas metodologias de
descomposicion, tanto la fundamentada en regresiones-ARIMA, como para la de filtros
fijos. Explicaremos ahora brevemente en qué consiste y seguiremos con las técnicas mds
utilizadas actualmente.

Podemos representar cualquier serie de tiempo Y; como la suma o producto de los tres
componentes (el componente estacional S;, tendencial 7; y residual /,)Si adoptamos el
esquema aditivo, la serie la escribimos como

y si el esquema es multiplicativo lo expresamos como

La forma aditiva es mds adecuada cuando la variacién alrededor de los componentes
tendencial y estacional no varia con el nivel de la serie histérica. Cuando la variaciéon
de los componentes es proporcional al nivel de la serie, entonces es mejor utilizar
el esquema multiplicativo, este esquema multiplicativo es muy comtn cuando nos
referimos a series econémicas.

Cuando utilizamos el modelo multiplicativo, en ocasiones se realiza la transforma-
cion logaritmica, es decir se aplica el esquema aditivo para la serie transformada en
logaritmos. En efecto, aplicando logaritmos a (14.2) tenemos que

In(Y;) = In (S, T-1,) = In(S,) +In(T}) + In (L), (14.3)

de manera que utilizar el esquema multiplicativo de la expresién (14.2) es equivalente a
utilizar el esquema aditivo a la serie transformada en logaritmos, expresién (14.3).

Para estimar el componente tendencial utilizamos el método del promedio mévil cen-
trado. Su expresion de célculo, utilizando m valores, es

k

. 1

T, = — E Y,ri;, donde m =2k+ 1. (14.4)
m

i=—k

Es decir, la estimacién de la tendencia en el momento ¢ la obtenemos promediando
los valores de la serie de tiempo, utilizando £k desfases hacia atrds y k valores adelante
de su periodo central, ¢. Este promedio elimina en gran parte la aleatoriedad de la
serie, dejando un componente de tendencia suavizado. Denominaremos al promedio
movil centrado de orden m como m — M A. El orden de la media movil, m, determina la
suavidad de la estimacién. En general, un orden mayor implica una curva més suave.
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Los promedios moéviles simples son de orden impar. De esta forma conseguimos que
sean simétricos en su punto medio ¢: en un promedio mévil de orden impar m = 2k + 1,
hay k observaciones anteriores, y k posteriores a la observacién que se promedia, ¢. Para
realizar medias moéviles centradas de orden par tenemos que aplicar una media mévil a
la media mévil centrada.

Es muy usual utilizar medias méviles ponderadas y asignar distintas ponderaciones a
los distintos desfases, su forma general es

k
Tt = Z a;Yyii, (14.5)

i=——k
con k = (m — 1)/2 y ponderaciones o pesos dados por (a_y, ..., a;), con suma unitaria
(Zfzf . ar = 1) y simétricos, es decir, con a_; = a;. Algunas de las ponderaciones mds
ampliamente utilizadas las reproducimos en la Tabla 14.1.

Tabla 14.1: Ponderaciones mds usuales. Medias médviles centradas

Nombre ao a; a, az a, as ag a; ag ag agp ap
3-MA 0,333 0,333
5MA 0,200 0,200 0,200

2x12-MA 0,083 0,083 0,083 0,083 0,083 0,083 0,042

3x3-MA 0,333 0,222 0,111

3x5-MA 0,200 0,200 0,133 0,067

S15-MA 0,231 0,209 0,144 0,066 0,009 -0,016 -0,019 -0,009

S21-MA 0,171 0,163 0,134 0,037 0,051 0,017 -0,006 -0,014 -0,014 -0,009 -0,003
H5-MA 0,558 0,294 -0,073

H9-MA 0,330 0,267 0,119 -0,010 -0,041

H13-MA 0,240 0,214 0,147 0,066 0,000 -0,028 -0,019

H23-MA 0,148 0,138 0,122 0,097 0,068 0,039 0,013 -0,005 -0,015 -0,016 -0,011 -0,004]

S = Promedio mévil ponderado de Spencer
H = Promedio mévil ponderado de Henderson

En la descomposicion clasica suponemos que el componente estacional es constante afio
a afio. En consecuencia, elaboramos un indice estacional de m elementos (por ejemplo,
m = 4 para datos trimestrales, m = 12 para datos mensuales y m = 7 para datos
diarios).

Describimos a continuaciéon cémo se realiza la descomposicién clédsica utilizando el
esquema aditivo :

1. Si m es par, calculamos el componente de tendencia utilizandoun 2 x m — M A

para obtener 7;. Si m es impar, calculamos el componente de tendencia utilizando
unm — MA.

2. Calculamos la serie sin tendencia: Y; — Tt

Tema 14. Ajuste estacional, desagregacion temporal y calibrado de series temporales.
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3. Estimamos el componente estacional (trimestre, mes o dia), promediando los
valores sin tendencia de cada estacion. Por ejemplo, el indice estacional de enero
es el promedio de todos los valores de enero de la serie libre de tendencia. Estos
indices estacionales los ajustamos posteriormente para garantizar que la suma de
los m elementos sea nula. El componente estacional S; 1o obtenemos encadenando
todos los indices estacionales para todos los afios.

4. El componente residual lo calculamos restando de la serie los componentes esta-
cional y de tendencia estimados anteriormente: I, = Y; — T} — S,.

La descomposicion clasica presenta graves problemas y por ello en la actualidad se
utiliza de forma marginal. Algunos de ellos son los siguientes:

1. La estimacién de tendencia elimina observaciones al principio y final de la serie.
Por ejemplo, para m = 12, se pierden las seis primeras y tltimas observaciones.
En consecuencia, tampoco tenemos estimacion del resto de componentes para
esas observaciones.

2. El método de descomposicion cldsico asume que el componente estacional se
repite afio tras afio. Para muchas series, esto es una suposicién razonable, pero
para algunas series largas no lo es. En ocasiones, los patrones estacionales van
cambiando con el tiempo. Los métodos cldsicos de descomposicién no son capaces
de capturar estos cambios estacionales en el tiempo.

3. Aveces, algunos valores de la serie temporal pueden ser particularmente inusuales
(por ejemplo, cuando ocurren conflictos laborales en las series de produccién). El
método cldsico no es robusto a este tipo de valores inusuales.

Una forma de solventar estos problemas es utilizar los modelos actuales que hemos
comentado al comienzo de esta seccién. En particular nos centramos en el ajuste estacio-
nal basado en modelos ARIMA, que a nivel muy esquematico, consta de los siguientes
pasos:

1. Se construye un modelo ARIMA para la serie a ajustar;
2. A partir del modelo se obtienen otros modelos para los componentes;

3. Se utiliza el filtro de Wiener-Kolmogorov para separar dichos componentes y, por
altimo,
4. Se vuelven a agregar, pero excluyendo el componente estacional.
Los métodos basados en filtros fijos permiten descomponer la serie en componentes
no observables mediante un procedimiento iterativo basado en alisados secuenciales.

Este alisado se obtiene aplicando medias moéviles. E1 INE utiliza el primero de los dos
métodos, y por este motivo nos centramos en el mismo.

Este método considera que cada componente estd gobernado por un modelo ARIMA
que refleja sus principales propiedades tedricas; debiendo ser dichos modelos compati-
bles, en su conjunto, con el que caracteriza a la serie agregada ;.

En general, si hay £ componentes, el modelo consistird en un conjunto de ecuaciones de
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la forma
Ty =14+ ... + Ty
¢Z(B).I'Zt = QZ(B)&Zt,Z = 1, ,k

donde ¢;(B) y #;(B) son polinomios finitos en B de 6rdenes p; y ¢;, sin raices comunes y
todas ellas fuera del circulo unidad, y la variable a; is ruido blanco (0, 0?). Obsérvese
que cada componente evolucionard segtin un modelo ARIMA de la forma

0;(B)

i :\I]zB i,':l,...,k'
¢i(B)at (B)a, i

Ty =

La agregacion de modelos ARIMA genera un modelo ARIMA, y por tanto el agragado
x, seguird también un modelo de la forma

¢(B)xy = 0(B)ay

donde la variable a; is ruido blanco (0, c2). Por lo tanto z;, seria compatible con la
expresion utilizada anteriormente

0B), 6,(B)6o(B°) .

¢(B) ~ ¢p(B)op(B)(1 - B)!(1 - B*)P

Tt — \P(B)&t =

Obsérvese que los componentes individuales deben ser compatibles con el agregado,
por lo tanto

Esta compatiblidad implica entonces que el polinomio ¢(B) podria contener raices uni-
tarias, en particular este polinomio de la parte AR se puede factorizar como sigue

¢(B) = ¢1(B)¢2(B)--¢k(3) (14.6)

Por otra parte, la parte MA se puede obtener de la relacion siguiente

0(B)a; = Z ¢@)(B)0:i(B)ai (14.7)

k=1

donde ¢;)(B) = Hled;«éi ¢;(B), es decir, el producto de todos los ¢,;(B),j =1, ...,k sin
incluir ¢;(B).

Las dos tltimas expresiones (ecuaciones) son fundamentales para el desarrollo del
procedimiento, ya que relacionan los operadores ARMA de la forma reducida de z;,
con los correspondientes operadores de los componentes inobservables. Los primeros
han sido estimados y los segundos pueden ser derivados a partir de éstos. Desafortu-
nadamente, estas dos ecuaciones estdn sujetas al siguiente problema de identificacion:
existen potencialmente infinitas estructuras ¢;(B) compatibles con el modelo en forma
reducida ¢(B) que gobierna a z;. La solucién de este problema requiere la incorporacién
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de informacién adicional que solucione esta indeterminacién. La metodologia basada
en modelos invoca al principio de descomposicién candnica para alcanzar la identifi-
cacion del sistema. Este principio establece que la descomposicién adicional de cada
componente como sefial més ruido blanco es imposible, esto es, que el componente
carece de informacién redundante: es sefial pura o ruido blanco, sin mezcla posible. En
términos formales este principio se materializa como sigue:

La descomposicion
Tit = T3y + &it, G ~ 11d(0, 0;)

implica z;; = z}, (solo existe una sefial) o bien z;; = &;; (solo existe ruido).

Una de las consecuencias del principio de descomposicién canénica es que los ope-
radores MA de los modelos de los componentes no son invertibles, ya que poseen al
menos una raiz sobre el circulo de radio unitario, lo que obliga a acomodar el andlisis
econométrico de los componentes estimados a este hecho.

Una vez aplicado el principio de descomposicién canénica, las ecuaciones (14.6) y (14.7)
permiten la determinacién de los valores de ¢;(B) en funcién de los de ¢(B) mediante,
por ejemplo, el método de los momentos.

Hay dos técnicas o procedimientos para la especificacion del los componentes y del
modelo ARIMA general. Uno de ellos, conocido con enfoque estructural, especifica
modelos para cada componente y luego lo unifica. Esto hace que los modelos ARIMA de
los componentes tiendan a ser parsimoniosos, mientras que el modelo completo ARIMA
no lo es. El otro procedimiento, que generalmente usa el INE, consiste en identificar el
modelo ARIMA para la serie z;, y derivar sus componentes de la estructura identificada.
Este procedimiento hace que el modelo ARIMA de la serie x; sea parsimonioso, mientras
que no lo son los modelos ARIMA de los componentes.

Asi pues siguiendo los procesos INE, una vez definidos los modelos teéricos para los
componentes, estos han de ser estimados, esto es, hemos obtener series temporales
para cada z;; a partir de los datos observados de ;. Este proceso se realiza mediante el
filtrado de z; segun:

2y =Vi(B, F)x,

donde los filtros V;(B, F), F = B™!, (F es el operador “adelante”) pertenecen a la
familia de Wiener-Kolmogorov, y pretenden minimizar el error cuadréatico medio entre
el estimador y el componente teérico. De esta forma, estos filtros se obtienen como
solucién del siguiente programa de optimizacion restringida:

minE(z; — :i"it)Q

Tit
SUjetO aT;; = ‘I/z<B)Cth
cuya solucién es

L uW(BU(E)

B E(E] = R BIn(F)6(B)oi (P

42742
donde k; = 0} /07.
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La expresion anterior representa la solucién de filtrado adoptada por el enfoque basado
en modelos expresados en forma reducida. Como caracteristicas generales de este
tipo de filtros se puede destacar que se trata de filtros lineales, simétricos, invariantes
en el tiempo, con colas infinitas pero convergentes y que se derivan combinando
la informacién suministrada por la forma reducida, 7(B), y la postulada para los
componentes, ¢;(B).

A modo ilustrativo, si consideramos por ejemplo que tenemos una serie trimestrales,
s = 4, tenemos

(1 - 6,B)(1 — 0,8

—1<0,<1,0<b,<1
(1_3)(1_34) Ay, 1 ) 4

Ty =

Serie que sobre la que vamos a realizar una descomposicién canénica en tres compo-
nentes

¢ Tendencia-Ciclo (P)
e Estacional (S)
¢ Irregular (I)

De modo que
xy = P+ 5 + I,

entonces, segiin la metodologia descrita, los componentes canénicos seria

(14+ B)(1 —aB)

b= "pp

Apt, Ay ~ iid N (0, v,)

(1- B)(1—6,B — 6,B?)

S, =
! (1+ B+ B2 + B3)

agt, age ~ iid N (0, v)

[t = Qr¢, Qg ~~ iid N(O, U[).

Los correspondientes filtros de Wiener-Kolmogorov que permiten estimar los compo-
nentes a partir de la muestra son:

. w,U(B)(1+ B)(1—aB)U(F)(1+ F)(1 - aF)
L e (1—0B)(1—0.BY) (1— 0, F)(1— 6,F%)

o _ v (L=B)P(1=0B - 05" (1- F)’(1 = 6,F — 0,F)
" v, (1—6,B)(1-6,BY (1 —6,F)(1 — 6,F%)

Tty

j_u_ (L-BPUB)  (1-FPU(F)
C T e (1= 0 B)(1— 0,84 (1 — O F)(1 — 0,FD) "

donde
U(B)=(1+ B+ B>+ B*) = (1+ B)(1 + B?).
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Estos filtros conducen a los siguientes modelos

5  (1+B)(1—-aB) B

P = (1-B)? Vo(F)ap = ¢p(B)V,(F)ap

G- (1-B)(1— 6B —6,B?%
" (1+B+B*+ B3

VS(F)ast - (Zss(B)‘/;(F)ast

Zﬁ = VI(F)CLIt

Una vez descompuesta la serie observada, es inmediato obtener la serie corregida de
efectos calendario y de la estacionalidad

@destacionalizada =y, — AP — 5Dt — S’t,t =1,..T

igualmente la serie ciclo-tendencia serd el resultado de aplicar el filtro del componente
(tendencia-ciclo) a la serie sin efecto calendario

gcicloftendencia _ VZD(B? F)(yt _ ’A}/Pt — 5Dt>7t =1,.., T.

Un método alternativo al presentado hasta ahora, esto es, el procedimiento TRAMO-
SEATS, que es el utilizado en numerosas instituciones publicas relativas a las estadisticas
europeas, es el denominado X13-ARIMA o sus versiones precedentes.

Se trata de uno de los métodos de descomposicién mas usuales para datos trimestrales
y mensuales, acutalmente se conoce como X — 13 — ARIM A, tiene sus origenes en los
métodos desarrollados por la US Bureau of the Census. Este método es ampliamente
utilizado por instituciones de todo el mundo. Las versiones anteriores fueron el X — 11,
X —-11-ARIMAy X —13 — ARIMA.

El método se basa en la descomposicion cldsica. En particular, la estimacién de tendencia
incluye todas las observaciones de la serie, también permite que el componente estacio-
nal pueda variar lentamente con el tiempo, y cabe destacar que es relativamente robusto
a las observaciones inusuales. Utiliza tanto efectos aditivos como multiplicativos, pero
solo permite datos trimestrales y mensuales.

La referencia a la parte ARIMA indica la utilizacién de un modelo ARIM A para propor-
cionar previsiones de la serie hacia adelante y hacia atras en el tiempo. En consecuencia,
cuando se aplica una media moévil para obtener la estimacién de la tendencia, no hay
pérdida de observaciones al comienzo y final de la serie, algo de lo que las descomposi-
ciones clasicas adolecian.

En el siguiente epigrafe ilustraremos el uso de ambos métodos, y abordaremos el
problema practico de descomponer el componente ciclo-tendencia en dos partes.

14.4 Problemas practicos

[lustramos inicialmente los problemas habituales a partir de un caso préctico, en concre-
to descompondremos la serie de produccién eléctrica de Espafa para el periodo 1977 a
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2010. En particular, la produccién eléctrica espafiola entre el primer trimestre de 1977
y el dltimo de 2010, en millones de kilovatios hora, se reproduce en el gréfico de la
Figura 14.1. Observamos una tendencia creciente hasta la crisis financiera y una fuerte
estacionalidad con méximos en el primer trimestre del afio y minimos en el segundo.
Descompodremos la serie utilizando los métodos clasico, X12-ARIMA y TRAMO-SEAT,
y finalmente realizaremos previsiones para los afios 2011-13.

Figura 14.1: Produccién de electricidad en Espafia entre 1977 y 2010

80.000
70.000
60.000
50.000
40.000

30.000

Millones de kilovatios - hora

20.000

10.000 +————————————
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Trimestres

En las Figuras 14.2, 14.3 y 14.4 mostramos los graficos de los distintos componentes de
la serie utilizando los tres métodos de descomposicién vistos, descomposicion clésica,
X12-ARIMA y TRAMO-SEATS.

Figura 14.2: Produccién de electricidad, descomposicién clésica
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Figura 14.3: Produccién de electricidad, descomposicion X12-ARIMA

Tendencia

80.000
70.000
60.000
50.000
40.000

30.000

20.000

T T T T T T T
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Componente estacional Componente irregular

T T T T T T U T T T T T T U
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Figura 14.4: Produccién de electricidad, descomposicion TRAMO-SEATS
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Con los tres métodos obtenemos tendencias similares, pero en la descomposicion cldsica
perdemos la informacién de las dos primeras y tltimas observaciones.

El componente estacional, sin embargo, muestra una clara diferencia entre la descom-
posicion clasica y los otros métodos; el método clasico genera un patrén estacional
constante para todo el periodo; el X12-ARIMA y TRAMO-SEATS, ademas de calcular
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el componente estacional sin pérdida de informacién, muestra una reduccién del com-
ponente hasta la segunda mitad del quinquenio 1995-2000 y un moderado crecimiento
posterior.

En definitiva, la descomposicién clasica presenta los problemas como la reduccién de
informacion en los extremos de los componentes y estacionalidad constante a lo largo de
toda la serie. Los procedimientos X12-ARIMA y TRAMO-SEATS muestran, en general,
descomposiciones similares y adecuadas a las caracteristicas de las series observadas, y
por ello son los métodos mas utilizados para descomponer series de tiempo. Ademas
el método TRAMO-SEATS presenta la ventaja de establecer de forma clara el proceso
generador de los datos de la serie al estimar el modelo ARIMA subyacente de forma
automadtica, lo que sin duda es una informacién relevante para el usuario no experto y
un buen punto de partida para los mdas experimentados.

Multiplicando los componentes de tendencia y residual obtenemos las respectivas series
desestacionalizadas, A, = T}-E,. Series que utilizamos para predecir, excepto en el caso
TRAMO-SEATS cuya prediccion la realizaremos directamente sobre el modelo ARIMA
subyacente de la serie original. En la Figura 14.5 se observan los graficos de las tres
series desestacionalizadas.

Figura 14.5: Electricidad, series desestacionalizadas
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Observamos dos diferencias fundamentales. Por un lado a la serie clédsica le faltan los
dos altimos trimestres de 2010 (y los dos primeros de 1977), esto no tiene solucién y
tendremos que predecir a partir del tercer trimestre de 2010. Por otro, si nos fijamos en la
serie cldsica vemos que el componente estacional no ha desaparecido del todo; la razén
se encuentra en que con este método el componente estacional se supone constante, y
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como apreciamos claramente, en este caso este supuesto carece de fundamento. Estas
son dos de las razones, sin duda importantes, por las que el método de descomposiciéon
clasico practicamente se ha dejado de utilizar. Las series desestacionalizadas con los
métodos X12-ARIMA y TRAMO-SEATS son muy similares.

Otro aspecto muy practico y ttil es que los métodos de descomposicién son principal-
mente interesantes para el estudio de las series de tiempo, y el andlisis de los cambios
histéricos, pero también se utilizan para pronosticar o predecir.

Para realizar los prondsticos de las series utilizamos modelos ARIMA. En el caso de la
descomposicién clésica, y por las razones aludidas en el parrafo anterior, permitiremos
la incorporacién de componentes estacionales, lo que solucionard, al menos en parte, el
problema de considerar la estacionalidad constante en todo el periodo. La estimacién
para la serie desestacionalizada por el método clasico es

Aln (elecf?) = 0,0079 4 0,5803A In (elecS) — 0,6507,_1 + &, (14.8)
(0,0021) (0,0709) (0,0681)

donde elecP” es la serie desestacionalizada por el método clasico. El modelo presenta
un fuerte componente estacional [AR(4)], lo que prueba que el componente estacional
sigue presente en la serie presuntamente desestacionalizada. Todas las variables son
significativas, incluso al 99 % de confianza. El correlograma de los residuos muestra
la imagen empirica de un proceso puramente aleatorio (ruido blanco), de manera que
damos el modelo por validado. El modelo para el método X12-ARIMA es

Aln (elecy*'?) =0,0090 — 0,3827A In (elec,'?) + &, (14.9)
(0,0013) (0,0804)

ok ok KoKk

donde elecP*1? es la serie desestacionalizada por el método X12-ARIMA. El modelo

presenta solo componentes regulares, de manera que el método X12-ARIMA parece
eliminar correctamente el patrén estacional. Todos los pardmetros son significativos,
incluso al 99 % de confianza, y los residuos se comportan como ruido blanco, por
consiguiente el modelo lo damos por correcto.

Utilizamos los modelos estimados para ambas series desestacionalizadas para predecir
sus valores en el periodo 2011 - 2013 (en el caso de descomposicién cldsica también para
los dos ultimos trimestres de 2010).

En el caso del método TRAMO-SEATS el prondstico lo realizaremos a partir del modelo
subyacente SARIMA(p,d, q)(P, D, Q), identificado por el algoritmo TRAMO (es decir,
en este caso la prevision no se hace usualmente sobre la serie desestacionalizada sino
sobre la serie original). El método presenta la ventaja para el usuario inexperto de que
el propio algoritmo nos indica de forma automatica el modelo subyacente, en este caso
un SARIMA(0,1,1)(0,1,1),, cuya estimacion es

AN In (elec;) = —0,44428, 1 — 0,54558,_4 + &, (14.10)
(0,0561) (0,0569)

*kx ok ok

donde elec, es la serie de produccién de energia eléctrica original, de manera que el
pronéstico con TRAMO-SEATS, se reduce a la estimacién del modelo ARIMA. Todos
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los pardmetros son significativos, incluso al 99 % de confianza, y los errores estimados
muestran un correlograma compatible con ruido blanco.

Para la previsién del componente estacional de los métodos cldsico y X12-ARIMA,
repetimos el patrén estacional del Gltimo afio estimado. Es decir, utilizamos los valores
del componente estacional del afio 2010 para la prediccién de los afios 2011 a 2013.

La Tabla 14.2 muestra las previsiones por los tres métodos asi como los componentes
estacionales y las series desestacionalizadas mediante la descomposicion cldsica y X12-
ARIMA. También mostramos la produccién de electricidad observada en esos afios y en
la altima fila indicamos el porcentaje del error medio absoluto como medida de bondad
del ajuste de la prevision realizada.

Tabla 14.2: Produccién de electricidad. Prevision 2011-13

obs. Descamposic.ién cldsica' By X12-ABIMA . TRAMO-SEATS| Original
Deses. C. Estacional Previsidon Deses. C. Estacional Prevision

2011Q1 71.355,24 1,0575 75.458,16| 75.640,27 1,0486 79.319,94 77.941,22] 75.914,80
2011Q2 71.975,44 0,9525 68.556,61| 76.299,15 0,9414 71.824,45 70.646,68| 67.968,40
2011Q3 74.122,88 0,9675 71.713,88| 76.996,73 1,0104 77.796,88 77.258,40| 72.600,70
201104 72.861,23 1,0225 74.500,61| 77.687,96 0,9993 77.637,01 77.357,49] 70.767,60
2012Q1 72.933,95 1,0575 77.127,66( 78.390,31 1,0486 82.203,75 80.547,85| 77.575,40
2012Q2 73.545,12 0,9525 70.051,73| 79.097,11 0,9414 74.458,31 73.009,35| 69.987,10
2012Q3 75.059,56 0,9675 72.620,12| 79.811,02 1,0104 80.640,40 79.842,19| 72.843,60
201204 74.562,89 1,0225 76.240,55( 80.531,08 0,9993 80.478,26 79.944,60| 71.704,80
2013Q1 74.854,39 1,0575 79.158,52( 81.257,75 1,0486 85.210,69 83.241,66| 73.143,00
2013Q2 75.468,10 0,9525 71.883,37| 81.990,94 0,9414 77.182,43 75.451,05| 65.604,40
2013Q3 76.620,20 0,9675 74.130,04| 82.730,76 1,0104 83.590,49 82.512,40| 71.305,90
201304 76.579,64 1,0225 78.302,68( 83.477,25 0,9993 83.422,50 82.618,23| 70.781,70
PEMA 0,0397 0,0744 0,0588

Las previsiones definitivas las calculamos multiplicando el componente estacional y
la prevision de la serie desestacionalizada para los métodos clasico y X12-ARIMA.
Para TRAMO-SEATS utilizamos directamente los resultados de la expresion (14.10). La
Figura 14.6 muestra el gréfico de las predicciones junto con la serie original.

Figura 14.6: Prevision electricidad. 2011 - 2013
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El pronéstico del método clasico es mejor (con error medio del 0,04 %), la razén se en-
cuentra en que al eliminar las dos tltimas observaciones de la serie desestacionalizada,
gréfico derecho de la Figura 14.5, la serie no muestra claramente la incipiente recupera-
cién posterior a la crisis de 2008 y l6gicamente la proyeccion del modelo ARIMA predice
una recuperacién menor que en los casos de descomposicion X12-ARIMA y TRAMO-
SEATS donde si se ve claramente la incipiente recuperacion posterior a la crisis, ver la
Figura 14.5. En consecuencia la descomposicion X12-ARIMA y TRAMO-SEATS proyec-
tan una mayor recuperacion, recuperacion que finalmente no se consolidé en los afios
siguientes. En todo caso, el grafico también muestra que la prevision del componente
estacional de la serie se reproduce mejor en las series obtenidas mediante el método
X12-ARIMA y TRAMO-SEATS. La comparativa entre X12-ARIMA y TRAMO-SEATS
muestra series muy similares con movimientos practicamente paralelos; el prondsti-
co es mejor en el caso del método TRAMO-SEATS (con un error medio absoluto del
0,059 %), es decir, aquel en cuya previsiéon no hemos utilizado la descomposicién por
componentes. El dltimo aspecto practico que contemplamos es la descomposicién del
componente ciclo-tendencia en sus dos elementos naturales. Hasta ahora hemos tratado
los componentes de tendencia 7' y ciclo C' de forma conjunta, esto es asi en todo el
tema excepto en este apartado, donde analizaremos el filtro de Hodrick y Prescott cuya
utilidad es precisamente, separar el ciclo de la tendencia.

El mayor problema para separar el ciclo de la tendencia se encuentra en la propia
definicién de ciclo econémico, no exenta de subjetividad, y por ello lo normal es man-
tener ambos componentes conjuntamente, denomindndolos como ciclo-tendencia o
simplemente tendencia, como hacemos nosotros en el resto del tema.

En ocasiones el analisis econémico, especialmente el macroeconémico, requiere la utili-
zacion de alguno de los dos componentes separadamente, el ciclo o la tendencia, y por
ello dedicamos este epigrafe a analizar el filtro méas extendido para la descomposicion
de series temporales en tendencia y ciclo.

Aunque no hay un consenso definitivo sobre la definicion del ciclo econémico, el NBER,
a partir de Burns y Mitchel, define el ciclo econémico de la siguiente manera:

«Los ciclos econdmicos son un tipo de fluctuaciones encontradas en la actividad
econdémica agregada de las naciones que organizan su funcionamiento en empresas
comerciales. Un ciclo consiste en expansiones que ocurren aproximadamente al mis-
mo tiempo en muchas actividades econdmicas, sequidas generalmente de recesiones,
contracciones y reactivaciones que se conectan con la fase de expansion del ciclo
siguiente, esta secuencia es recurrente pero no periodica, la duracion de los ciclos
econdmicos varia entre mds de un afio y hasta diez o doce afios, no son divisibles en
ciclos mds cortos.

El filtro de Hodrick-Prescott (HP) es el més extendido en la literatura para separar los
componentes de ciclo y tendencia. Su empleo se justifica por su linealidad, por estar bien
definido independientemente de la serie a la que se aplica, exento de juicios subjetivos
y facil de replicar. La metodologia de HP consiste en el filtrado del logaritmo de la serie
extrayendo la tendencia y adquiriendo el componente ciclico, como la diferencia entre
la serie y su componente permanente o tendencia. Para lograr tal separacién, Hodrick y
Prescott propusieron como medida de la variabilidad de la tendencia, la suma de los
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cuadrados de sus segundas diferencias, con el fin de minimizar la variabilidad de la tasa
de crecimiento del componente permanente. El filtro parte de la idea de que cualquier
serie de tiempo, Y}, en logaritmos y sin componente estacional, se puede escribir como
la suma de la tendencia, 73, y el ciclo, C;. Es decir, que

Y,=T,+C,, t=1,....T. (14.11)

Motivados por el criterio de variabilidad, Hodrick y Prescott propusieron el siguiente
problema de minimizacién para encontrar la tendencia de una serie.

ming, Y, (Vi =T + A5 (g —T) = (G- T0)),  t=12,..T

(14.12)
donde el primer componente de la ecuacién (14.12) corresponde a las diferencias entre
la serie original y la tendencia (es decir, el ciclo) elevada al cuadrado mientras el
segundo componente, que se multiplica por ), es la medida de suavizado de la serie,
elevando al cuadrado la aceleracion de la tendencia. A este respecto, A es un ntimero
predeterminado, conocido como pardmetro de suavizacién, cuya funcién principal
en el problema de minimizacién es penalizar la suma de las segundas diferencias del
componente permanente. Cuanto menor sea el pardmetro, el componente permanente
puede fluctuar mds, y cuanto mayor sea éste, mds se penalizan las fluctuaciones de la
tendencia. Por lo tanto, cuanto mayor sea ), la tendencia debe ser mas suave. Cuando
A — 00, la tendencia se aproxima a su forma determinista 7; = T + «at, para una
constante positiva a. Esta situaciéon corresponde al caso en que la tendencia crece a
una tasa constante (tendencia exponencial), en concordancia con la teoria neocldsica.
Cuando ) = 0, no se penalizan las variaciones y por lo tanto la tendencia es la misma
serie. Tal y como apuntan Hodrick y Prescott, si se cumple que:

Cy, ~ N(0,0%)
(Tos —T,) — (Ty — Tys) ~ N(0,03) (1419
Es decir, si ciclo y segunda diferencia de la tendencia fueran variables normales e
independientemente distribuidas, la solucién al problema (14.12) corresponderia al
valor esperado de T, dadas las observaciones, si y solo si A = (¢})/(03). Sin embargo
normalmente el ciclo y la segunda diferencia de la tendencia no se comportan de esta
forma y el valor de ) es, sin duda, la cuestion fundamental a la hora de aplicar el filtro

HP.

Hay dos aspectos mds a tomar en cuenta a la hora de aplicar el filtro. En primer lugar,
el filtro HP debe ser aplicado a series desestacionalizadas para que el componente
ciclico no sea contaminado con variaciones estacionales. En segundo lugar, la tendencia
estimada adolece de ser muy sensible a shocks transitorios al final de la muestra. Para
aminorar este inconveniente se recomienda hacer proyecciones de uno o dos afios a
partir de la serie original antes de calcular la tendencia aplicando el filtro HP.

Veamos ahora un ejemplo utilizando la serie del PIB espafiol en millones de euros
constantes de 2005 (serie desestacionalizada) entre el primer trimestre de 1970 y el
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altimo de 2013. La descomposicion de la serie en logaritmos, en tendencia y ciclo

utilizando el filtro HP, con pardmetro A = 1600, la reproducimos en el grafico de la
Figura 14.7.

Figura 14.7: PIB trimestral desestacionalizado, millones de euros de 2005
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Donde podemos observar el ciclo en la parte inferior del gréfico.

14.5 Desagregacién temporal

Los datos de baja frecuencia (anuales) suelen ser detallados y de alta precision, pero
no son muy “oportunos” en el sentido de que tenemos que esperar bastante para
obtenerlos y esto limita en ocaciones la toma de decisiones, los anélisis basados en
datos y el disefios e implementacién de politicas. Por otro lado, los datos de alta
frecuencia (subanuales) son menos detallados y precisos, pero mas oportunos. De hecho,
la produccién de datos de alta frecuencia con el mismo nivel de detalle y precision
requeriria normalmente mds recursos e impondria una carga de respuesta mayor para
las empresas y las personas.

A nivel internacional, el problema se ve agravado por el hecho de que diferentes paises
producen datos con diferentes frecuencias, lo que complica las comparaciones. En
algunos casos, diferentes paises producen con la misma frecuencia pero con diferentes
horarios, por ejemplo, cada cinco afios pero no en los mismos afios. Ademads, en algunos
casos, los datos estan espaciados irregularmente en el tiempo o muestran lagunas.

Los anélisis socioeconémicos y ambientales actuales requieren un historial ininterrum-
pido de datos frecuentes y recientes sobre las variables de interés. Estudios relacionados
con fendmenos a largo plazo, pensemos en los datos de efecto invernadero o los datos
relativo a crecimiento de la poblacién necesitan series muy largas. Por el contrario, los
estudios relacionados con industrias de vanguardia de rdpido crecimiento, como la
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bioingenieria y las nanotecnologias, requieren datos cercanos al tiempo real, pero no
precisa que se extiendan mads alld de dos décadas.

Los investigadores y académicos se enfrentan a menudo a situaciones de datos con
distintas frecuencias y con lagunas temporales. Esto complica o impide el desarrollo de
modelos trimestrales (digamos) que proporcionan predicciones frecuentes y a tiempo.
El benchmarking y la desagregacion temporal abordan estos problemas mediante la
estimacion de valores de alta frecuencia a partir de datos de baja frecuencia y datos
relacionados de alta frecuencia.

El problema de la desagregacién temporal, también conocido como distribucién tempo-
ral, suele estar asociado con las series de flujo, donde los datos anuales de baja frecuencia
corresponden a las sumas anuales de los correspondientes datos de mayor frecuencia.
La desagregacion temporal intenta obtener estimaciones de alta frecuencia de una serie
temporal que tan solo es observada en baja frecuencia y, a veces, contando también con
informacion de alta frecuencia de algtin indicador que tenga relacién con la serie de baja
frecuencia. La distribucién temporal es una préctica estdndar en el sistema de Cuentas
Nacionales, debido al costo excesivo de la recoleccion frecuente de datos. Por tanto, los
datos de alta frecuencia se obtienen de la distribucién temporal de los datos anuales.
Este proceso generalmente involucra indicadores que estan disponibles en una base de
alta frecuencia y se considera que se comportan como la variable objetivo.

Formalmente el problema de la desagregacion temporal es el siguiente. Sea ¥ =
Yy :T =1..N la serie anual observaday x = z;;r:i=1..p,t =1.4,T =1.N una
matriz nxp cuyas filas recogen las n observaciones disponibles sobre p indicadores de
frecuencia trimestral, siendo p > 1y n = 4N. El problema de la desagregacién temporal
consiste en estimar una serie y = y;p : t = 1.,4,7 = 1..N que satisfaga la restricciéon
temporal asociada a que la suma de los cuatro trimestres pertenecientes a un mismo
afio coincida con el total anual correspondiente:

4
> Yir =Yy
t=1

donde la restriccién longitudinal puede expresarse matricialmente como sigue

By=Y
donde
1 11100 0 O 000 O
B:IN®f:00001111 000 O
00000000 ..1111

Donde hemo considerado f = [1111], si bien puede tomar otras estructuras.

La relacién funcional entre y e Y puede estar condicionada por la informacion contenida
en los indicadores trimestrales z. En este caso se tienen los llamados “métodos de
desagregacion temporal basados en indicadores”. Dentro de éstos existen dos enfoques
principales: métodos de ajuste y métodos basados en modelos. Los primeros consideran
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la estimacién de y como la solucién de un programa de optimizacién restringida
mientras que los segundos plantean dicha estimacién como un problema inferencial:
dada la estructura del modelo, derivar estimadores lineales, insesgados y de varianza
minima (ELIO), que permitan obtener y en funcién de Y y de z, verificando al mismo
tiempo la restriccién longitu dinal.

Frecuentemente, el analista de series temporales tiene a su disposicién uno o varios
indicadores de alta frecuencia que estdn relacionados con la serie de baja frecuencia que
se desea desagregar temporalmente. En consecuencia, la incorporacién de la informa-
cién contenida en dichos indicadores al proceso de desagregaciéon mejorara su calidad
ya que, por un lad proporciona una referencia explicita de evolucién intraanual a la
que debe ajustarse la serie trimestralizada; y por otro permite incluir elementos de alta
frecuencia tales como estacionalidad, efectos de calendario, etc. que estan ausentes de
la serie anual debido a su frecuencia de muestreo.

Como hemos dicho hay dos métodos (ajuste y modelos) y la distincién entre ambos
no es entendida como una barrera infranqueable. Ambos enfoques han de realizar
hipétesis relativamente fuertes acerca de la serie trimestral inobservable. Los primeros
lo hacen indirectamente al plantear qué medida de volatilidad se desea minimizar y;,
los segundos, al definir qué estructura gobierna la propiedades estocasticas de dicha
serie.

El método de ajuste tiene la siguiente estructura: un programa de optimizacién cuadré-
tica sujeto a restricciones lineales, donde la funcién objetivo representa una medida de
volatilidad de la serie trimestral determinada a priori por el analista y las restricciones
lineales recogen la consistencia cuantitativa entre las estimaciones trimestrales y el dato
anual observado.

Sear =ux;,7r:1=1.p,t=1.,4T = 1..N una matriz nxp cuyos elementos recogen las
observaciones disponibles sobre p indicadores de frecuencia trimestral, seleccionados
para sustentar la desagregacién temporal de Y. Pudiendo ser una columna de x un vector
de unos, con lo que se puede conside rar la presencia de un término independiente en
la relacion entre agregado e indicador. La estimacién trimestral y compatible con los
totales anuales Y se obtiene como solucién del siguiente programa de minimo:

min ¢ = (y —x3)'D'D (y — x0)

y.B
suyjetoa By =Y

donde D es la version matricial del operador (1 — B)

-1 1 0 0 .. .. O

-1 1
D 0 0 0
0 0 0 0 -1 1

el lagrangiano asociado es

p=0+2X By -Y)=(y—x8)DD(y —x8) +2X (By - Y)
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con sistema p ecuaciones que reflejan las condiciones de primer orden

g—‘p — 9D'Dy — 2D'Dxf + 2B'A = 0
y
9 _  9D'Dy + 2D'DxB = 0
B
dp
% —9By-Y)=0.
oy — 2By -Y)

De este conjunto de ecuaciones se obtienen la expresion para estimar y
¥54 = xB + (D'D)"'B[B(D'D)"'B]"! (Y - BXB)
que requiere de la estimacién, por separado, de 3
B8 = [x'B'[B(D'D)D'|Bx] ' x'B'[B(D'D)B/| Y

De este modo se obtiene que la serie trimestralizada es el resultado de agregar dos
componentes: uno ligado linealmente al indicador y otro derivado de la distribucién de
la discrepancia anual existente entre el indicador (debidamente escalado) y el agrega-
do.

Los procedimientos de desagregacién temporal basados en modelos asumen que la serie
trimestral inobservable y evoluciona segtin una estructura estadisticamente explicita
que detalla sus propiedades estocésticas de manera completa.

Se asume que existe un modelo trimestral que relaciona un vector x de p indicadores
con la serie trimestral inobservable y:

y=x8+u

donde 8 es un vector de p pardmetros constantes pero desconocidos y u es una pertur-
bacién estocastica de media nula y matriz de varianzas y covarianzas v.

Se asume que y satisface la restriccién longitudinal habitual:
Y = By

Premultiplicando por B se obtiene el modelo anual que vincula la serie anual Y con el
indicador X temporalmente agregado. De esta manera, se obtiene un modelo lineal que

relaciona variables observables:
Y=X8+U

En general, U (=Bu) no serd ruido blanco, por lo que la estimacién del modelo anterior ha
de realizarse por minimos cuadrados generalizados. Esta es la practica usual del analisis
de la coyuntura cuando se examina la congruencia entre agregados e indicadores.

La idea del procedimiento de trimestralizacién es definir un estimador lineal que
satisfaga Y = By (restriccion longitudinal) y que sea compatible con y = x3 + u. Al ser
lineal tiene la forma

y =AY
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La matriz A, que determina el estimador, se obtiene a partir de las restricciones impues-
tas de insesgadez y varianza minima asi como de minimizar la suma de las varianzas
de los errores de estimacion de cada uno de los trimestres. Esto nos conduce a

A=vBV'!iirMXV!

donde V = BvB' y M es la matriz nxp de multiplicadores de Lagrange del problema
de optimizacién asociado. Operando esto nos conduce al estimador

B =XV IX)HX'VY)

que es el estimador de minimos cuadrados generalizados del modelo anual que relaciona
el agregado Y con el indicador X. Este estimdor nos conduce al estimador basado en
modelos (BM) de y:

yem =xB+vB'V U =x3+LU

es decir el estimador es la agregacion de un término relacionado linealmente con el indi-
cador y de un residuo anual trimestra lizado. La principal caracteristica del estimador
radica en la dependencia del filtro de desagregacion temporal L de la forma del modelo
trimestral y, en particular, de la estructura dindmica de sus perturbaciones.

Por otra parte, si no se dispone de indicadores de aproximacién trimestral se pueden
emplear métodos de desagregacion temporal que sélo tienen en cuenta la informacién
contenida en la serie anual Y. Son los llamados “métodos de desagregacion temporal sin
indicadores”. En efecto, la desagregacién temporal de series para las que no se dispone
de indicadores de alta frecuencia ha dado lugar a una serie de métodos que combinan
de una forma u otra la informacién muestral contenida en Y7 con determinadas consi-
deraciones a priori acerca de las propiedades estocésticas de las serie desagregada, que
han de ser suministradas por el analista.

Existen varios métodos, entre ellos estd usar regresion con variables deterministas como
una tendencia constante o lineal como indicador. A este respecto, destacamos un método
que estd formalmente relacionado con los expuestos hasta ahora.

Se plantea la estimacién de y, como la solucién de un programa de minimizacién restrin-
gida en el que, por una parte, la funcién objetivo recoge determinadas consideraciones
a priori sobre la evolucién tendencial de la serie y, objeto de estimacién y, por otra
parte, las restricciones reflejan la necesaria consistencia temporal caracteristica de los
problemas de desagregacion temporal.

A esto efectos, se define la variable auxiliar

w = V%, V=(1-B),d=0,1,2

y se intenta minimizar la suma de cuadrados. Esta funcién objetivo es una manera de im-
poner a la serie estimada y, una determinada estructura en su evolucion tendencial. De
esta manera, si el analista considera que debe poseer una tendencia estocdstica integrada
de orden uno aplicara la transformacién v, = Vy,, es decir, d = 1. En consecuencia, un
criterio frecuentemente utilizado en el &mbito apli cado consiste en seleccionar d en de
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modo que refleje el mismo grado de diferenciacién que la serie anual Y7 que se desea
trimestralizar.

El problema de minimizacién sera por lo tanto
N N
. 2
min Y07 = > (V)
2 2

4
sujeto a Z Y = Y7

t=1

que de forma matricial se expresa del siguiente modo

minu'u = y'D'Dy,s.a. By =Y
y

Tras forma el lagrangiano y aplicar las condiciones de primer orden, se obtienen las

siguientes ecuaciones
D'D B’ y| |0
B 0 Al Y

y despejando se llega a la expresion explicita para y

y = (D'D)"'B/[B(D'D)'B|"'Y = A(D,B)Y

En la ecuacién anterior la expresién A (D, B) es una matriz nx/N que, aplicada a la serie
anual observada Y da lugar a la correspondiente serie trimestral y, cuantitativamente
coherente con la primera (By=Y) y cuya volatilidad intertrimestral es lo menor posi-
ble. Esta matriz A depende de B y D, esto es, su estructura estd condicionada por la
naturaleza del problema de desagregacion temporal que se plantea (B) y por el grado
de suavidad que se desea imponer a la serie estimada (D). Naturalmente, como ya se
ha comentado, esta tiltima dependencia equivale a una determinada consideracién a
priori de las caracteristicas tendenciales de y. Asimismo, la matriz A también puede
interpretarse como un filtro lineal cuyos coeficientes varian con el tiempo, de forma que
el filtro que se utiliza en los extremos de la serie no es el mismo que el que se aplica en
el tramo central.

De forma mds general, existe un método basado en este expuesto que considera que la

serie trimestral inobservable sigue un proceso ARIMA (p, d, ¢), en lugar de un proceso
ARIMA(0, 1,0).

14.6 Calibrado, benchmarking y reconciliacién.

Las series temporales observadas se registran a una frecuencia constante: diaria, semanal,
mensual, trimestral y anual. Como sabemos, las mediciones pueden tener su origen
en registros administrativos, encuestas repetidas y censos con diferentes niveles de
confiabilidad. Una opinién comtn entre los usuarios de series de tiempo es que los
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datos son el resultado de compilaciones directas de las mediciones de una de estas
fuentes. De hecho, antes de su publicacién oficial por parte de los organismos de
estadistica, los datos de las series de tiempo estan sujetos a varios ajustes para aumentar
la eficiencia, reducir el sesgo, reemplazar los valores perdidos, facilitar el analisis y
cambiar la frecuencia (por ejemplo, de anual a trimestral). Los ajustes méds comunes son
el benchmarking, la extracciéon de sefiales, la interpolacién y la distribucién temporal y
la calendarizacion.

Por otra parte, los datos de las series temporales no siempre coinciden con los periodos
del calendario. Para reducir la carga de respuesta a las encuestas y censos, las agencias
de estadistica a menudo aceptan datos con periodos fiscales. El momento y la duracién
de un valor informado que cubre periodos fiscales o de calendario dependen de las
fechas de inicio y finalizacién del periodo de presentacion de informes. La duracién es
el nimero de dias del periodo del informe. El momento puede definirse en términos
generales como la fecha intermedia del periodo de presentacién de informes.

En muchas industrias o sectores, sin embargo, los afios fiscales no son homogéneos y
varfan de una unidad a otra (encuestado). Como resultado, el momento y la duracién
de los valores informados difieren de una unidad a otra e incluso para una unidad
determinada. Por tanto, los datos fiscales no son muy ttiles. No es posible sumar de
forma transversal los distintos afios fiscales de un afio calendario determinado porque
no tienen el mismo tiempo. Un enfoque burdo de la calendarizacién es el procedimiento
de asignacioén, que asigna datos fiscales a un afio especifico (u otro periodo calendario)
de acuerdo con una regla arbitraria. Esta técnica distorsiona sistematicamente el mo-
mento y la duracién de las estimaciones de manera diferente en diferentes industrias y
subestima la amplitud de los ciclos econémicos. La técnica representa erréneamente
los periodos de calendario objetivo, difumina la causalidad o asociaciones entre las
variables socioeconémicas y conduce a un andlisis contaminado.

Otro problema de las series oficiales es que una gran cantidad de las mismas pertenecen
a un sistema de series clasificadas por atributos. Por ejemplo, las series de poblaciéon
activa se clasifican por provincia, edad, sexo, empleo a tiempo parcial y tiempo completo.
En tales casos, la serie del sistema debe conciliarse para satisfacer ciertas restricciones
de agregacion transversales.

A este tipo de problemas en general se le denomina problema de la reconciliacién y ha
preocupado a economistas y estadisticos durante méas de setenta afios.

El problema del benchmarking surge cuando los datos de series temporales para
la misma variable objetivo se miden a diferentes frecuencias con diferentes niveles
de precisiéon. Normalmente, una fuente de datos es mds frecuente que la otra: por
ejemplo, series mensuales por un lado y series anuales por el otro, series mensuales y
trimestrales, trimestrales y anuales, diarias y multisemanales... . La serie observada con
mayor frecuencia suele ser menos “confiable” que la observada con menor frecuencia.
Por esta razdn, esta tltima se considera generalmente como referencia.

Por lo general, se observan discrepancias entre los puntos de referencia anuales (diga-
mos) y las sumas anuales correspondientes de las series mas frecuentes. En términos
generales, el benchmarking consiste en combinar las fortalezas relativas de las dos
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fuentes de datos. Mds concretamente, consiste fundamentalmente en adoptar el mo-
vimiento de las series mds frecuentes y el nivel de los benchmarks. La idea es que se
puede utilizar informacién de origen administrativo o censal para mejorar estimaciones
basadas en operaciones estadisticas que se repiten mensual o trimestralmente. Para
simplificar la exposicion, nos referiremos a la serie de alta frecuencia como la serie
subanual y a la serie de baja frecuencia como la serie anual, a menos que sea necesario
ser mas especifico. Las situaciones que requieren benchmarking son muy comunes en
las agencias de estadistica. En algunos casos, tanto la serie subanual como la anual
se originan en encuestas o censos; en otros, ninguna de las dos series se origina en
encuestas o solo una lo hace.

El benchmarking también se produce en el contexto del ajuste estacional que hemos
visto en el apartado central de este tema. El ajuste estacional de una serie temporal
mensual o trimestral provoca discrepancias entre las sumas anuales de la serie bruta
(sin ajustar estacionalmente) y las sumas anuales correspondientes de la serie ajustada
estacionalmente. Estas series ajustadas estacionalmente se comparan luego con las
sumas anuales de la serie bruta.

La necesidad del benchmarking surge porque las sumas anuales de la serie subanual
(alta frecuencia) no son iguales a los valores anuales correspondientes (baja frecuencia).
En otras palabras, existen discrepancias anuales, d,,, entre los valores de referencia
anuales y los valores subanuales

tom
dm:am— E jmtst,mzl,...,]\/[

t=tim

donde ty,,, y t1., son respectivamente el primer y tltimo periodo subanual cubierto por
m-ésima referencia (benchmark), p. ej. trimestres 1 a 4 para el primer punto de referencia,
5 a 8 para el segundo, y asi sucesivamente. Las cantidades j,,; son las fracciones de
cobertura, aqui asumimos que son iguales a la unidad. Obsérvese que la cantidad
Jme = »_; Jmt €5 el nimero de periodos subanuales cubiertos por el m-ésimo punto de
referencia.

Las discrepancias anuales se expresan mas a menudo en términos de discrepancias
anuales proporcionales:

tLm

dgﬁ) = am/ Z jmtst ,m = 1, ,M

t=t1m
que podria ser menor, igual o mayor que la unidad.

El benchmarking generalmente consiste en imponer los valores anuales a los valores
subanuales. Es decir, se modifica la serie subanual para que las sumas anuales de la
serie subanual sean iguales al indice de referencia correspondiente. Es decir

tLm
Ay — Z jmtét == O,m == ]., 7M

t=tim

siendo 6, la de la serie de referencia.
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El benchmarking cldsico supone que las referencias anuales son totalmente fiables
y, por tanto, vinculantes, es decir, cumplen la restriccién de la ecuacién anterior. Una
definicién mds amplia de benchmarking reconoce el hecho de que las referencias pueden
observarse con error. Dichos puntos de referencia se denominan no-vinculantes, porque
las series de puntos de referencia pueden no satisfacer necesariamente las restricciones
indicadas. Asi pues, el benchmarking consiste en combinar de manera 6ptima tanto los
datos mds frecuentes como los menos frecuentes para aumentar su fiabilidad. De este
modo se puede obtener un conjunto mejorado de valores anuales tomando las sumas
anuales de la serie de referencia

tLm
dm = Z jmtgt == O,m = 1,...,M

t=tim

El éxito de los métodos discutidos depende en gran medida de la disponibilidad de datos
adecuados. Cada indice de referencia (benchmark) debe estar fechado exactamente,
por medio de una fecha de inicio real y una fecha de finalizacién real, ambas definidas
en términos de dia, mes y afio, p. Ej. 15 de abril de 2003 y 14 de abril de 2004. Esto es
especialmente critico en el caso de la calendarizacién. Debido a que la calendarizaciéon
es un ajuste relativamente nuevo realizado por las agencias de estadistica, las fechas
de inicio y finalizacién de los datos reportados pueden ser inexactas o estar ausentes.
A veces, la tnica fecha en el registro es la prevista para el registro por el disefio de
la encuesta, por ejemplo, el afio 2004, en lugar del 15 de abril de 2003 y el 14 de abril
de 2004. Las brechas temporales en los puntos de referencia son aceptables, porque
los puntos de referencia pueden estar disponibles cada dos afios, o cada cinco afios,
o incluso de forma irregular. Por otro lado, estas brechas son inaceptables en la serie
subanual que se va a comparar. Més especificamente, la serie mensual original (por
ejemplo) debe proporcionar observaciones para todos los meses en el intervalo de meses
cubierto por los puntos de referencia. Si la primera referencia tiene una fecha de inicio
igual al 15 de enero de 1991 y la tltima referencia tiene una fecha de finalizacion igual
al 14 de junio de 2005, la serie original sin referencia debe abarcar al menos desde el 1
de enero de 1991 hasta el 30 de junio de 2005.

Por altimo destacar que la gran mayoria de los datos de series temporales producidos
por los organismos de estadistica suelen formar parte de un sistema de series clasifica-
das por atributos. Por ejemplo, una serie de comercio minorista puede ser clasificada
por grupo comercial (tipo de tienda) y provincia. En tales casos, la serie del sistema
debe satisfacer restricciones de agregacion transversal. En muchos casos, cada serie
también debe sumar temporalmente sus indices de referencia anuales; estos requisitos
se denominan restricciones de agregacion temporal.

Algunos académicos inicialmente sugirieron el enfoque de ajuste proporcional iterativo
como una aproximacion a su optimizacién numérica de "minimos cuadrados", proba-
blemente justificada por la falta de potencia de célculo en ese momento. Un problema
importante result6 ser la cantidad de calculos involucrados. Por lo tanto, con el fin
de equilibrar las tablas de input-output, el método RAS se hizo muy popular. Sin em-
bargo, tenia las siguientes deficiencias: no se tenian en cuenta los diversos grados de
incertidumbre sobre las estimaciones iniciales y sus restricciones, una interpretacion
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econémica dudosa de los ajustes prorrateados de las cuentas y un gran ntiimero de
iteraciones antes de la convergencia.

La atencioén se centré nuevamente en el enfoque de minimos cuadrados con procedi-
mientos alternativos para minimizar una funcién de pérdida cuadrética restringida
basada en el algoritmo de gradiente conjugado. Siendo esta linea metodolégica una de
las mas utilizadas.
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